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无 限 元 方法 是 无 限 剖 分 的 思想 与 有 限 元 方法 的 结合 ， 它 打破 了 “有 限 ” 
的 限制 ,因而 比 有 限 元 方法 更 加 灵活 。 本 书 从 Laplace 方 程 信 手 ， 介绍 了 无 
限 元 方 车 的 基本 理论 与 应用。 内 容 包 括 : 其 本 算 兴 ,算法 基础 、 收 化 性 及 一 
些 利用 无 限 元 方 沾 解决 问题 的 实例 。 本 书简 单 扼要 地 斤 括 ,总 结 了 国内 外 关 
于 无 限 元 方法 的 主要 研究 成 果 , 同 时 也 包括 了 作者 本 人 从 未 公开 过 的 一 些 工 
ERE. 
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此 从 书 是 以 数学 、 计 算数 学 ,概率 统计 及 有 关 专 业 的 高 
年 级 学 生 、 了 研究生 ,、 肖 年 教师 及 数学 研究 工作 者 为 读者 对 象 
的 出 版 物 。 从 书 特 点 是 内 容 新 祷 , 力 图 反映 现代 数学 的 新 成 
就 :外 述 精 练 ， 约 相当 于 一 党 期 周 党 时 为 8 的 针 究 生 课程 的 
取材 ， 我 们 编辑 出 版 此 从 书 的 主要 目的 是 为 了 适应 我 们 国 
Be E FOLLETT E AEE, MAE ABE KIR REEF 
级 建 修 课 程 的 参考 书 , 为 所 部 本 科 生 的 教学 质量 页 献 一 份 力 
üt. 

ЗТ АА, 广大 读者 对 于 书目 的 选择 ,内 容 的 取 
材 提 出 宝贵 意见 ,作为 我 们 今后 出 版 或 再版 时 的 参考 。 
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XR 7677 д СВЕ لا‎ ВБИ: ИЕ. М 
分 的 思想 最 早 见 于 Silvester-Cermak. 1969 年 的 文章 , "EXE TE 252) 
方法 的 范畴 内 提出 的 。 将 无 限 剖 分 与 有 限 元 方法 结合 的 文献 则 首 
Ht Thatcher 1975 年 发 表 在 xj - Inst, Math. Appl.» 上 的 文章 «*Sing- 
ularities in the solution of Laplace's equation in two dimensio- 
ns” 。 非 和 常 次 巧 的 是 ， 笔 者 的 论文 “计算 应 力 强度 因子 的 无 限 
相似 单元 法 ”也 于 1974 年 在 南宁 全 国 断 型 力学 学 术 会 议 上 得 读 ， 
后 来 此 文 全 文 发 表 于 1977 年 《中 国 科学 》”。 在 此 之 后 ， 有 不 少 人 
对 此 方法 作 了 深入 的 研究 , 例如 韩 厚 德 周志 关于 远 代 法 , PF REI] 
志 关 于 优 里 叶 解 法 ， 潘 源 同 志 关 于 无 限 元 方法 在 断裂 力学 中 的 应 
用 ， 许 进 超 同志 关于 收敛 性 ， 等 等 。 没 有 这 些 同志 的 共同 努力 ， 
无 限 元 方法 不 可 能 发 展 成 今天 的 规模 。 

无 限 元 方法 的 文献 散 见于 各 处 ， 符 号 很 不 统一 ， 现 在 看 来 ， 
有 些 命题 的 叙述 与 证 明 尚 有 缺陷 ， 有 些 方法 的 和 叙 述 过 于 偏重 形式 
逻辑 。 这 些 缺 点 增加 了 读者 阅读 的 困难 ， 不 利于 推广 应 用 。 多 年 
以 来 ， 笔 者 一 直 有 愿望 将 无 限 元 方法 的 理论 、 方 法 与 应 用 汇集 成 
-- 书 ， 但 由 于 日 常 惠 务 繁 忙 ， 直 到 今天 才能 交 稿 。 

无 限 元 方 靶 的 基本 思想 是 十 分 简单 的 ， 在 有 限 元 方法 的 计算 
过 程 中 ， 人 们 总 是 将 所 要 计算 的 物体 分 割 为 有 限 个 单元 ， 并 且 ， 
受 计算 机 的 容量 和 运算 速度 所 限 ， 这 有 限 个 单元 的 数 日 也 是 很 
4“ 有限” 的 ， 这 样 的 限制 给 一 些 问题 的 求解 带 来 了 很 大 的 困难 。 
例如 在 无 限 大 的 地 基 上 计算 某 一 结构 ， 无 限 大 的 地 基 束 很 不 容易 
剂 分 ， 未 知 量 少 则 不 堆 确 ， 多 则 无 法 计算 或 者 白白 地 耗费 了 很 多 
人 为 物力 。 又 如 在 结构 的 某 些 部 位 产生 了 应 力 集中 ， 力 学 量变 化 
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НТ, SJC BE ARM, ИЖЕ. Вл 
打破 了 这 个 限制 ， 它 允 诈 人 们 在 需要 的 时 候 使 用 无 穷 多 个 单元 。 
这 天 做 法 比 有 限 元 方法 灵活 得 多 。 对 于 一 个 待 计 稀 的 问题 ， 如 果 
使 用 有 限 个 单元 已 经 足 能 ， 那 末 就 按 常 规 的 办 法 处 理 AR 
$, NLIS ET. МН. 

ВИ, НН a E گا‎ Aa fap RETA ST Hc. TE 
数学 上 ， 对 于 “无穷 ”已 经 积累 了 十 分 第 窗 的 材料 -研究 方法 ， 
只 要 适当 利用 这 些 成 果 ， 问 题 是 可 以 解决 的 。 旋 者 展会 受 现 ， 如 
果 采 用 一 些 特 殊 的 办 法 ， 在 使 用 了 无 穷 多 个 单元 以 后 ， 不 仅 不 需 
要 一 人 台 “ 无 穷 大 的 计算 机 ”， 反 而 用 一 台 不 大 的 计算 机 ， 化 不 多 
的 机 凋 ， 总 是 以 应 付 ， 这 正 是 无 妇 元 方法 的 股 引 人 之 处 。 

当然 ， 对 于 上 述 问 题 ， 还 有 很 多 解决 办 法 ， 如 边界 元 方法 ， 
半 解 析 方 法 等 。 与 这 些 方法 相 比 ， 无 限 元 方法 有 一 个 罕 出 的 优 
点 ， 就 是 它 不 涉及 解 的 解析 表 和 返 式 。 这 不 仅 使 它 可 以 对 很 多 问题 
给 出 统一 的 求解 格式 ， 而 且 当 解析 解 无 法 求 出 ， 或 者 解析 解 非常 
复杂 ， 不 便于 应 用 时 . НОТЕ Нр А. МЕТАЛ ХЕ В А 
度 因子 的 计算 。 读 者 将 会 发 现 ， 在 奇 点 附近 解 的 展开 式 对 于 应 力 
强度 因子 的 计算 是 有 帮助 的 ， 

考虑 到 不 同 读者 的 需要 ， 本 书 的 材料 是 这 样 编排 的 ， 第 一 章 
介绍 算法 ， 这 里 涉及 的 数学 知识 担 少 ， 如 果 读 者 只 对 无 限 元 方 汉 
的 应 用 感 兴趣 ， 那 未 他 可 以 不 读 下 面 的 第 二 党 与 第 三 间 : 我 们 将 
算法 的 理论 蒜 珊 放 在 党 二 音 ， 虞 读 这 一 章 需 要 多 一 点 的 数学 知 
iR. PRIRA REZNE, HEEE HERR ie ie SE, i 
一 医用 到 的 数学 知识 更 多 一 些 ， 特 别 是 用 到 了 有 限 元 方法 的 数学 
理论 ; ARNE REH ER IER RRS. SRNR 
本 书 能 概 活 国内 外 已 经 发 表 的 无 腿 元 方法 的 主 杰 АЫ, АТ 
也 包括 了 一 些 笔者 没有 发 表 的 工作 尸 杂 。 

EENE, ЗАРЯ M ВАНИЕ ВОВЕ SUM. 
在 动乱 的 年 代 ， 段 先生 将 上 述 笔者 基于 无 限 元 方法 的 第 一 篇 论文 
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帮助 ， 不 仅 使 无 限 元 方法 得 以 推广 ， 而 且 对 于 笔者 是 一 个 极 大 的 
鼓舞 。 

本 书 是 将 无 限 元 方法 成 书 的 首次 尝试 ， 它 还 需要 不 断 地 补充 
与 完善 ， 欢 迎 广大 读者 提出 宝贵 的 意见 。 
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PE 算 法 
$1 二 维 Laplace 方 程 外 问题 
设 Го 是 平面 上 的 一 个 钙 多 边 形 ， 它 的 外 部 区 域 是 Q( 图 1) 。 


我 们 在 2 上 求解 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 
Ан=0, (x,y) € O, (1.1) 


ulr = f. (1.2) 0 


或 者 将 边界 条 件 (1.2) 换 成 


ди 
=. (1.3) 


(1.1),(1.3) 是 一 个 Neumann fF] 
汀 ， 以 后 我 们 永远 以 ?表示 外 法 
tJ Bl. SC. DERA №) pz uS BE 图 1 


H 


D. 


wel[f(m) : (25) ) ال‎ (1.4) 

为 求解 问题 .1),《1.2) 或 者 (1.1),(1.3)， 我 们 将 Q У وا‎ 
无 限 多 个 三 角形 单元 ， تد ہس‎ ОФГ. 内部， 取 一 个 党 
S 0521, WO FR RMI, LAEE, gb, oy EIRG E 
Го 的 相似 形 ， 它 们 分 别 记 作 Drot n 每 两 个 多 边 形 之 
iB RS C АРК) ES" (图 2) ， 然 后 ， 我 们 将 每 一 县 进 一 步 章 分 
成 单元 ， 可 以 采用 如 下 方式 ， ЛЕГ БАИЯ UR. Е 
下 预 点 必须 是 节点 ， 在 每 条 边 上 还 可 以 按 需要 适当 地 再 选 一 些 节 
后 ， 及 0O 扎 出 发 作 射 线 与 各 沾 点 相连 ， 这 样 翼 将 每 一 层 剖 分 成 相 
似 的 者 于 个 四 边 形 , 青 将 每 个 四 边 形 前 分 成 两 个 三 角形 .需要 注意 
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دا سا a‏ —— 


的 是 ， 每 层 的 剖 分 方式 必须 一 致 (图 2)。 
边界 Го 的 形状 可 能 不 是 一 个 凸 多 边 形 ， 而 是 非常 E 杂 的 形 
状 。 这 时 我 们 可 以 将 的 外 部 区 域 分 解 成 一 个 形状 Bü 则 的 无 界 
区 域 导 一 个 形状 复杂 的 有 界 区 域 。 无 界 区 域 仍 记 作 2， 它 可 以 按 
u П EBDE И. IFA RK 
域 ， 则 可 以 按照 常规 的 办 法 作 有 
лин (НЗ). ПХ 
下 种 前 分 互相 协调 一 致 ， 即 在 交 
Я, EAERI AA Н. 
相 吻 合 。 在 这 种 情 识 下 ， 我 们 份 


| 然 先 分 析 区 域 Q， 我 们 将 给 出 Q 
Ene: НЕ K, 的 算法 。 


К. 起 一 个 有 限 阶 的 矩阵 ， 在 使 用 的 时 候 ， 或 者 用 它 直 接 求 解 边 

值 问题 ， 或 者 将 它 与 基 它 单元 的 刚 诬 和 矩阵 和 琶 加 ， 以 求解 形状 复 染 

的 区 域 的 边 住 问题 。 对 于 后 者 ，9 是 当 作 一 个 单元 来 处 理 的 ， 
现在 考虑 多 边 形 Го. М AFA, ENED Тар, ГЬ 


EAA Н НЕ АУЕ. eb کر‎ НН п ás. OQ. BAR u TECH N, 
上 的 值 也 排 了 一 个 次 序 ， 记 作 IIs, 我 们 将 它们 排 
列 成 一 个 列 向 量 C =, УТ, dE Ух, ЖЕ ТН. 
或 者 向 量 的 转 置 。 | 

考虑 多 边 形 Da 与 Г, ZAKE kE. 对 于 每 个 三 角形 单 
元 ， 在 节点 上 的 值 给 定 以 后 ， 作 线性 插值 ， 可 以 按 常规 的 方法 求 
Pê yC Fil BE EBE (例如 参看 [52 了 )。 将 第 上 层 上 的 各 单元 刚度 矩阵 按 
节点 有 加， 可 以 得 到 一 层 上 的 刚度 和 矩阵。 我 们 将 这 个 刚度 矩阵 记 . 


作 
К, 一 4 
— A K' р. (1.5). 


HARE k ВЕРУ Я ВЕ Е: W, HI 


1 г T Ко — A! M kA 
Wk гоо ^ К y. ۶ 


JC Ko, Kh, A BE n EKE. ЛЕЖАТ 
С.Б), Нл 与 A HER E. Ko, Ko 都 是 对 称 : 
Im. 

从 (1.4)7 和 齐 分 的 相似 性 ， 不 难 判断 ， 各 层 的 刚度 矩 阵 是 相 
同 的 。 将 各 层 的 刚度 矩阵 按 节 点 又 加 ， 可 以 得 到 一 个 无 穷 阶 的 总 . 
刚度 和 矩阵。 考虑 到 方程 与 边界 条 件 ， 可 以 给 出 一 个 无 穷 阶 的 代数 
TEH. %*К=К,+К., WE 


Kolo ¬ ATY, = fos (1.6). 
~ AY + Ku ~ Aty, = 0, (1.62, 
— Ау + Ку, — АТу, +1 = 0, (1.60. 


3725 IE IRAE (1.1, 1.2 B]. # Po 上 不 要 列 出 方程 ， 因 此 不 要 亡 
程 (1.6)o， 而 2 是 已 知 的 。 当 考虑 问题 (1.1), (1.3) 时 ， 在 ГЕ 
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要 列 出 方程 ， 即 方程 (1.6)o。， 共 中 fo ж MORS E JU. ЯМ 
规 的 有 限 元 方法 ， 它 是 可 以 从 边界 值 了 求 出 来 的 。 日 前 ， 我 们 的 
目的 是 给 出 2 上 组 合 刚度 矩阵 的 算法 ， 因 此 可 以 暂且 不 管 上 述 
边界 条 件 的 差别 。 

我 们 将 在 下 章 证 明 ， 存 在 一 个 二 阶 实 和 矩阵 X， 使 


У +, = ХУ,  К=О,Г, ***. (1.7) 
ХЕ, PLG. ИКА 01.6), 1% 
(- A+ KX - ATX gy, = 0, 
也是 v, 可 以 是 任意 向 量 ， 所 以 XX 满 足 方程 
АТХ*-КХ + А=0, (1.8) 


К 一 有 АТ 0 
R = р R, = . $ (1.9) 
I 0 0 і 


长 中 了 是 单位 阵 。 方 程 (1.6) 可 以 写成 如 下 形式 : 


«| Yk J-e ksi ) (1.10) 
Ук-1 Ук 
设 4,9 分 别 是 矩阵 革 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 则 有 


Х9=^9. (1.11) 
f£ X(O.10 98 k21, № 2079, ЖАЯ. 7). )0 311 48 


A9 А9 
"| cin | ): | (1.12) 
9 9 


Ag | a پیر ہے‎ ra xQ a 
B ^ s| А osuere RAR: 的 广义 特征 值 与 广义 特 


ERR N, TREERE, RIAR ER) XTERM, K 
HER dp 2n ЕЕ REE, АХ fin FFF 
VETE ط‎ PEE ILC. 
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以 后 ， 我 们 总 是 以 det 麦 示 一 个 矩阵 的 行列 式 。 我 们 计算 


_ AAT _ 
de ۂ‎ tod K A ۸ ). 


7 - AI 
TELA ЕВЕ, DL A RR-A لن جار‎ | Ef 
А 1 К- ААТ 一 А + АК — А? AT 
det(R, ~ АК») = дец А 
\ 


= (- 1) "det( -- A+ AK - AAT), 
由 天 的 对 称 性 ， 上 式 是 一 个 4 的 对 称 多 项 式 。 因此， 如 果 4 关 0 是 
ОКЕ. 1/4 也 是 一 个 特征 值 。 我 们 将 在 下 章 中 证 ا‎ ХИ 
特征 值 满足 j41 三 I， 而 且 当 :4| =1 В, DER ^1, 其 对 应 的 
EEE 9= (1,1, …， DT. BE, RTIRAR RT EPER R - ЛЮ, 的 
FE REET LA <1 MEH, FR E A=1, ERIA л, А, 
sey An, RPV ظا رم‎ Арат 01.02. tt In, AR 

T = (91,95, ***,9.), A = diag (Arg Ag, °, Ån), 

其 中 diag Xo fao k BF KR FREE. HO.1Df 


XT > TA, 
Hi 
X= TAT. (1.187 
《1.13) 就 是 计算 转移 矩阵 X 的 公式 。 以 人 (1.7) 代 入 (1.6)， 得 
K2Jo = fo, (1.14) 


其 中 天 = = Ко АТХ, ERR MA ا ظز الج‎ RINE 在 下 一 章 中 
HERH K, 十 一 个 对 称 半 正 定 和 矩阵 。 

H ARE REFE 5 A A EE FE BE EA KDI. EREET, 
总 刚度 乍 阵 是 一 个 无 穷 阶 和 矩阵， 通过 它 可 以 得 到 任意 节点 值 产生 
的 应 变 能 ， 而 组 合唱 度 惩 阵 仅 是 一 个 款 阶 筷 阵 ， 通 过 它 只 能 得 到 
м-н کر‎ fü Ус, Ут TE РЕ (1.6>,, 0.005, 时 的 应 变 能 。 Ам 
刚度 年 阵 到 组 合 刚度 矩阵 的 过 程 可 以 看 作 是 一 个 消 元 过 程 。 通 过 
IK ud Pë, YoYo "НЕТ. 

利用 无 限 元 方法 求解 的 过 程 古 这 样 的 ， 先 求 出 转移 和 矩阵 与 组 
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AREER, НАК SE + RK 
程 组 ， 得 到 y。， 其 余 习 点 值 可 以 由 (1.7) 确 定 。 

ДИ А کہ ہے‎ E اک‎ БЖ РАНЕ р ар 以 化 为 普 
通 特征 值 问 题 ， 以 Ri (1.12) X683 


[атак | - CAD"! AM Ag )-4 Ag 
\ J 0 9 g J 


它 就 是 一 个 普通 特征 值 问 题 ， 
特征 值 和 4 可 能 是 复数 ， 这 就 需要 作 M 数 运算。 为 避免 这 一 

点 ， 我 们 可 以 将 公式 (1.13) 略 作 变 形 。 特 征 值 与 特征 问 量 必 定 是 
成 对 共 罗 地 出 现 的 ， 设 4=a+ti6，g=np+ti9 是 一 对 特征 值 与 特 
ERE, Ra. ID 

ХЕ = Ca + iB) tig). 
分 离 实 部 与 虑 部 得 

Хр=ар- 8q, یز‎ = Bp + ад, 


а В 
xe. = امو‎ | ). 
-p a 


FTIR MIERE T 5 4 中 对 应 的 两 列 ， 令 
T, = (442,4, =**), 


A = ise ]رس‎ s р J). 
— а 


X 一 TAT. 
HERR A FEE — TE T AER RA, ЖАНЕ Х Hos جا وو‎ 
是 实 的 了 . 


B 


不 难看 出 


$2 Fourier 方法 


Epi 7ز رکا زا‎ арла Л E af BU RM, Jos of 


— ^ 2n 阶 特征 值 问题 。 在 本 池 我 们 对 一 种 特殊 的 相 似 剖 分 使 用 
Fourier 变换 ， 使 得 求 矩 阵 XX,K 时 ， 只 需 极 少量 的 计算 . 

我 们 要 求 图 2 中 的 剖 分 具有 下 面 的 性 质 ， 当 图 2 #8 O 点 旋转 
2x/n 弧度 时 , 它 在 这 个 旋转 下 不 变 。 这 时 Do 是 一 个 正 多 边 形 ,以 
O 点 为 中 心 ,并 且 每 个 小 四 边 形 的 剖 分 是 — 致 的 ,如 图 4 所 示 。 


我 们 将 在 下 章 证 明 ， 对 于 这 样 的 特殊 ای‎ FF, JB DE Kos Ко, А. 
TRE A REE RE, H EERE FER: 
b, b, مھ‎ b. 
b, b, o£ روط‎ 


ЕМУ Жене ^ ПН 
1 1 ... 1 


] (O ... "Sa 
1 
= р 1 üj* TT. «26^ - 1) 
F ~ п 
(n - 1) 2 


1 qQ^-! esce (1) 


则 可 以 对 B ЖЕ Fourier HE, DA F ja РЕ, 5۴ا‎ 
可 以 直接 验证 


FBF = کجہ دوج‎ -Di Sioa- 1)(n- 9b, ). 


i=l i71 
A yi = Ег, k = 0,1, . MP" 以 无 左 乘 (1.6) 的 诸 方程 ， 得 
Ро2о- 92: = ВЛ, (2.155. 
— Qo + Pz, - Jz, = 0, (2.1), 
— О2к-, + Рак - Q2Z,. +, = 0, (2.1) 


其 中 
P. =PK F, Q-FAF, Р= ЕКЕ, 
它们 都 是 对 角 和 矩阵 。 我 们 将 它们 记 作 
Ро = diag (phi, po yeee DVU) 
Р -diag(p' P ,p!?!, e р), 
4 О = diag(q ,4 >, e,4), 
z, = (211, zi, ... ‚ПТ, Pf = (9,9 (2) ， ہہ‎ , 9 )T. 
将 (2.1) 写 成 分 量 的 形式 ,得 于 到 "个 无 穷 阶 代数 方程 组 (i- 1,2, *** > 
п) 
pbz — qiz? =p, 
—qU VS + pl zt — qz = 0, 
— g QU ; + و‎ Zy i gli zi = 0, 


+90 200 * 59 و جج‎ ооо ое 


下 面 象 $ 1 一 伴 地 作 推 导 。 存 在 常数 cU, d 
Zi = x ایا رر‎ К= 0,1,6, 
得 到 x 19 7; FE 
арх + gq = 0, (2.9) 
《2.2) 的 两 个 根 的 绝对 值 互 为 倒数 ， 我 们 将 在 下 章 证 明 1x'91 委 1， 


8 


mM HEB =1 时， 必 有 xi =1。 因 此 只 要 到 
"TM р i) + V E — 4| q | 
kuwa 
ФУН СЛН 96—15, АДЕН хо. da 
Z = diag(x'U,x ^D, e. , xm, 


LU 


Zk+ = ZZ,  К=0,1, ***, 
Yki FZPy, К =0, 1, **. 
ТВ, ПЕНЫ X = FZP, НИЕ 即 得 到 组 
合 刚 度 和 矩阵 
К. 7 Ko- ATFZF, 


$35 XE К X 

回 到 $ 1 中 的 任意 相似 剖 分 。 虽 然 公 式 (1.13),(1.14) 都 是 精 

确 的 ， 但 是 求解 特征 值 问题 仍然 需要 通过 近似 计算 。 在 这 里 ， 我 

们 给 出 另 一 个 近似 算法 ， 它 的 运算 量 比 S 1 中 的 算法 的 后 REE 
小 一 些 。 


25 8X HH 2!(12 0,1, O ЕН TJ — Bf. 以 

K | ~ А? 
— A, K^ 

iE EFER МЕНЕЕ. 237-70, ЧЕМ AA, 2551 7 

号 就 是 一 致 的 。 利 用 Laplace gy E BJ ЕРА НЕ (1.4) 35 39] e № 

这 一 事实 ， 可 以 得 到 递 推 关系 
oen | Kisi - Al. Ju) 
— А; +} K+! 2 


` 


— AT A 
= min ]رس تی|‎ ^ ۵ 
тев" — А K^ tU 


— AT B ZEN . 
+ (wT, zT) | Kı ^i (c). (3.15 
~ A; К” z . 


其 中 R" dn ARIRAN. RERS را‎ RESET. wi ВИ 
商 ， 并 令 它 等 于 零 得 | 
— 4 لا,‎ + 2K' w +2K ٠ص‎ — ھ2۸‎ 0, 


因此 
u= (K +K!) (Ay + AJZ). (3.25 
将 (3.2) 代 入 (3.1) 式 并 比较 间 类 项 得 
Куз = Kı- АТ OK, EK) IA p» | (3.35 
Кун = اق‎ - ACC 41 KO! AT, (3.4) 
Ayı = АК tK A,’ (3.5) 


TRI (3.3) —— (3.5) BRIT لیا‎ НАТА) 2! ES 组 Ar UE E FE 
В+. 
现在 ， 设 yo AEM, c H-E 常数 ， 并 B. Ко, 
1—-],2,-,nHBf], y, =c, 24k -1,2,--,2' - ГЕ, У A.F 

都 成 立 。 在 这 些 限 制 下 ， 由 (1.4) 所 给 出 的 应 变 能 就 是 


1 К, = Ау 
W = ٣,۰) | Jj X " ) 
— А; К} Neg, 


1 1 . 
2 Vo K if ~ 6۴917 ولا:‎ ttg Kr Is (3.62 
其 中 g, LE $ 1 中 的 特征 向 量 G .1，…, DT 
5 ры ۱ oW رہ‎ 
改变 常数 。 ， 使 (3.6) 达 到 最 小 ， 令 3 = 0 得 


—gTA + cgi Kg, = 0. 


因此 
_ 9 Arlo _ YA, 
giK' 9, gT Kg.” 
于 是 


IK 9, 9° 
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令 41919141 | 


91 K^9i ° : А (3.7) 


KV =K,- 


RIRE F 3 E BH 
limK P =K. (3.8) 


to 


求 出 组 合 刚度 矩阵 天 :以 后 ， 由 方程 (1.8) 

- 07ح۸ رجیم‎ 
可 以 求 出 转移 矩阵 

X= (K, - КТА, 

TE Г, ПТ ЛЕ НН СЗ. 8 FIK BB EE EEF 快 的 . 但 是 ， 
راید‎ xS RENE ~ER. HURRY, xk IV 03.3 — 
(3.5) h И E — DE. РЕШАЮ A 损失 -位 。 经 过 很 少 
几 次 运算 后 ， 虽 然 К. Жо Л 1 而 改变 ， 但 是 它 不 是 我 
们 所 要 求 的 组 合 刚度 是 阵 天。 XXL 是 所 谓 “u dad Hz. H 
解决 此 问题 ， 可 以 在 计算 时 取 较 多 的 字 位 ， 也 可 以 用 下 面 的 选 代 
法 校正 已 经 得 到 的 全 

FERT D -MERREN CURAR EREA, {B 
却 是 稳定 的 。 我 们 的 建议 是 ， 先 用 (3.3) 一 (3.5), (3.7) 作 不 多 的 
几 次 运 代 ， 得 到 一 个 粗 烟 的 :的 近似 值 ， 再 以 它 为 初 值 ,用 下 面 
ffs. 634 a SEBS vot KEE K Ma E, 

取 定 ( 宇 0， 设 2! 层 的 组 合 刚 度 和 矩阵 为 已 知 ， 并 且 有 足够 高 
REME, АНОР, Е 2 رت رٹ‎ E, 4 
BRE REM E К. FERIE 


| "EN K — АТ ууу 
HTK 2Yo = min | Qn ھ,‎ n x (7) отк 7 
weg — Hj l 


UT (3.9) 
пе тру Рин, Ноа, SIS 
— 2А у + 2710+ 27 ٤۷٢ = 0, 
To 
w= (Ка + Ка) А Уо 
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代入 (3.9) 式 得 5 
JK: = yI (K - АЗК, + KP А) مھ‎ | 
但 是 y, 是 任意 的 ， 我 们 得 到 Kz 满足 的 矩阵 方程 
К. =К:- АЗК, +K) !A,, (3.105 
我 们 在 下 章 中 还 要 证 明 9, 是 KK: 的 零 特征 向 量 (对 应 于 特征 
值 零 的 特征 向 量 )。 根 据 (3.10)， 可 以 设计 如 下 的 送 代 格式 : 
1. BÆK HHE FETZE RE, Е ری‎ Я д МЕН, 
则 令 
KPU =К,- АТСКУ + КОТА, (3.11) 
2. 校正。 
зі b. RIKE РЕЯ К° 也 是 对 称 、 半 正定 矩阵 ， 
以 رو‎ ЮЗ ЧЕНЕ, 但 是 ， 计 算 (3.11) 的 过程 中 不 可 人 避免 地 
Неля, МИ Ky ЕЕ 有 上 RER. XARE 
ty EE. ЗХР К HEE УВЕ. ГАК, НЕЕ Ка 


се. Н, НЕС, ЖК, ОКА kiy Ek; FN 
ЖАК, = - kis 


3. 以 + 1 作为 m， 回 到 第 一 步 。 
我 们 将 在 下 辣 证 明 
lim KJY = К.» 


而 且 只 要 天 出 是 对 称 、 半 正定 矩阵 ， 以 9: 为 零 特 征 问 量 ， 则 此 
ПЛ “ФЗ” PIER. 


$4 — W Š SG 
ze SI 中 给 出 的 单元 剖 分 方式 还 可 以 进一步 作 推广 .一 方面 ， 
折 使 用 的 单元 不 一 定 限 于 线性 三 角形 单元 ， 另 一 方面 ， 每 一 层 也 
林 一 定 技 射线 进行 浏 分 。 我 们 注 交 到 ， 在 前 面 的 推导 中 ， 除 了 各 
01ص‎ t FANER f НЕ A pa tH 
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任何 其 它 要 求 。 因 此 ， 对 于 更 为 一 般 的 前 分 ， 前 面 的 推理 都 还 是 
适用 的 。 

图 5 是 一 个 不 完全 按 射 线 进 行 剖 分 的 例子 ， 其 中 包括 了 线性 
三 角形 单元 与 四 节点 双 线 性 等 参数 四 边 形 单元 。 在 一 层 内 的 浏 分 
其 实 可 以 相当 任意 ， 只 要 r S г, ЕЕН 相对 应 ， 每 层 的 
剂 分 是 几何 相位 的 就 可 以 了 。 图 6 是 使 用 四 边 形 八 节点 等 参数 单 
元 的 例子。 | 


TERRE, گا‎ 5 与 图 6 中 都 出 现 了 不 在 ےتم لیم‎ ,上 的 
节点 。 这 时 ， 我 们 先 要 将 这 些 节点 上 的 值 从 方程 组 中 消去 ， 得 出 
一 层 的 组 合 刚度 矩阵 。 设 内 部 节点 上 的 值 组 成 了 向 量 ”， 则 利用 
总 刚度 矩阵 可 以 写 出 一 县 上 的 应 变 能 为 


1 ner Kio Kis; Ура 
они ки К o> Ka; | Y ). (4.1) 


Кз K3 Kaa Yk 


1. 1 
Kaal + o “Каз + Къ) р-у + 9 СК وو‎ + Кз) У, = 0. 
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REH y 得 


_, [1 1 
y=- Kz} [y Kut Ks i-i +5 (Kaa + Ку, |. 


| (4.2) 
LA (4.2) 代入 (4.1)， 经 整理 后 可 得 


от T Ко ~AN رام‎ i 
W = 9 icy ER) (a 9 7 ). 
42-219 214:11 75771 
№. 
$ 2 中 所 叙述 的 方法 也 适用 
于 更 一 般 的 章 分 ， 例 如 图 7， 它 
在 旋转 标 弧 度 后 保持 不 变 .但 是 ， 
它 的 讨论 涉及 到 块 循环 矩阵 ， 我 
| 。 们 将 在 后 面 讨 论 平 面 应 力 计算 
E 7 时 ,再 讨论 块 循环 矩阵 的 Fourier 
方法 . 


$5 三 维 Laplace 方程 外 问题 


与 二 维 情形 类 似 ， 设 站 为 三 维 空间 中 闭 山 曲面 ， 它 由 空间 
Ч 6 ار‎ O ХИ. HR £01, ГД 2,22, £5, 259 НИЯ 
常数 ，0O0 为 相似 中 心 ， 作 Г МНЕ, WIRA DoD; 
…。 在 让 -1 与 之 间 可 以 剂 分 为 各 种 单元 ， 例 如 八方 点 六 和 面体 
EID EIU 
(5 T) 
-A К 


记 Ге 5 Г, ХХ RRA АЦЕ ВЕ, WHR RR LAT MU E 
AB ME 2) 
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(4 K -АТ B 
Er ( a к=2, 3, +, 
4 K= PK EET RS, ШУУ 1.6) „AF BES У PE z 
— Ay. HEV Кук - EAT Yke = 0, 
BS Je FERS B k X iW AE 73 ya: 
CATX?* $P KX + A-0. 
ES EX =Y, WY Bš AE J fS 
АТУ? - КУ+А=0. 

我 们 将 在 下 章 证 明 ， 转 移 和 矩阵 ХУ AE E 24 BB |< 
E77 , AW EBE Y PJP f À Xp US ДЕ A| «1. TERRI. 3E V. 
ERE Ri, Rs 以后， 可 以 求 出 矩阵 束 Ri- AR, 的 广 闵 BF {EA FF 
征 向 量 ， 用 § 1 中 的 方法 求 出 矩阵 Y，、 

以 下 考察 迭代 法 。 与 (3.1) 对 应 我 们 有 方程 


_ АТ 
تی‎ f c in x) 
— Ау. 1 Kiai z 


= min (отат ( 7 AX) 


ФЕВ" l 


w= UK I+ سوہ ور یو‎ 
Кул = Ki АТ? К, + КАТА), 
Kia =Ë Ky-QU A (К, + КРТ АТ, 
Аџ SE A? Kı +KD As 
我 们 将 人 在下 章 证 表 
limK, = Ke. 


pee 


对 于 第 二 类 和 迭代 法 ， 类 似 于 (3.9)， 我 们 有 
` 15 


. 了 К; - АТХ; а 
УТКИ = min (Go ( | X E 22 e uw], 
qo ç g — А; Ki 1) 
4d 
dou 


10 = (К, + KALI, 
КЕ = K, 一 ATQ? K, + К) Al, 
КИРК (3.11), RIIE 


K?"" = Kı — ATG KP + КРАЕ, 


56 ВЖЕ 


例如 考虑 如 下 问题 ， 求解 的 
平面 区 域 由 两 个 子 区 域 组 成 ， 其 
中 Qi 是 一 个 有 ЖКН, 男 一 个 
区 域 是 下 半 平 面 {y 二 0}( 图 8 )。 
为 确定 起 见 ， 首 先 设 x 轴 有 上 的 那 


部 分 边界 的 边界 条 件 是 =0. 在 


件 ， 求 解 Laplace 方程 。 
TEU4 0) AME— 978 E 
| вв WT x 轴 ， 终 于 正 * Bh. Го 
{2<0)} 分 解 为 两 个 子 区 域 ， 其 中 有 内 的 区 BM AO, Li A 
(图 8 )。 在 2 上 作 相 似 的 无 限 谢 分 以 后 ，$ ر‎ $3 中 的 方 靶 可 以 
完全 不 变 地 用 于 现在 的 情形 ， 从 而 可 以 得 到 O EA 28 er Hl BE ВЕ 
Ka. Го Е un, HW Коп MP REKE. 
НАХ, MRTE x< 轴 上 的 那 部 分 边界 的 边界 条 件 是 4 20, MER 
去 x Rh ETAJ, KoKo A PAE r — 2 Br FE KE, Аш Kos 
РАО. УК, ВНЕ X REB A IELAS 
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也 可 以 利用 递 推 基 系 (3.3)- 一 43. اد رخ‎ К; „Кт „А; ° 还 可 以 证 明 
limK, = X ze 


1 -co 


证 明 也 将 在 下 章 给 出 。 和 迭代 式 (3.11) 仍 然 成 立 ， 但 是 此 处 开关 是 
XT BRIE НЕЕ. 


$37 角 点 问题 


设 所 考虑 的 区 域 ( 有 界 或 无 界 ) 的 边界 上 有 一 角 点 OH 9), 
ین پا‎ ал, И ТЕМЕ O 点 有 奇 性 ， 或 者 虽 然 دک‎ dB 
是 在 0 点 的 两 条 邻 边 上 给 了 不 同类 型 的 边界 条 件 ， 一 般 而 言 解 在 
O REA RTE, AE, “WE” 一 词 指 的 是 当 点 趋 于 O ABI. AE 
的 合 商 会 无 限 地 变 大 。 用 常规 的 有 限 元 方法 不 但 不 能 计算 这 个 奇 
性 ， 琵 且 会 使 误差 传播 到 整个 区 域 。 为 了 提高 计算 的 精确 度 ， 可 
以 采用 无 限 元 方法 。 


`Y д. КЗОТ ` ~ ou 
为 确定 超 见 ， 普 先 设 在 0 点 附近 的 边界 条 件 是 =0。 围 2 
ОНИ Г РОМ 的 一 邻 边 T*， 终 于 0 点 的 另 一 邻 边 
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Tx, MOO. ДОА Г, Га ГЕК. ВЖЕ, 0 
<l, ЛОЖЕ», LAEE, £... 为 比例 常数 , 作 折 线 
PD. Гау, БАБИН $ 1 中 的 方法 ， 就 可 以 fe 出 相似 的 无 
限 痢 分 如 图 10。 

$ 1 与 33 中 的 讨论 可 以 不 加 改变 地 用 于 现 妈 的话 形 ， 其 中 
《3.7) 式 还 可 以 用 一 个 更 快 的 格式 代替 ，。 

LAO ЗАЩ, EMT n ЯНА 

2) 一 (202,212), +. ا( اج‎ 2, 一 (QU, z 6 „ПТ, 
使 它们 的 各 分 量 依次 是 Го ےل‎ АНУ x BIRH Y ETR. TE Гь Е 
给 向量 رما‎ 与 Ez,,k=0,1,…， 则 经 过 线性 插值 后 就 得 到 了 的 
数 x 与 y。 不 难看 出 ， 它 们 都 是 无 限 元 解 ， 因 此 z 与 z, 255235 
HERE ХАРИНА A = Š 的 特征 问 量 。 

取 待 定常 数 C102, ES k>? 时 ， 在 每 个 单元 上 都 有 
u0 HCX + C3y。 设 区 域 0 的 面积 为 S$， 则 D E ۲۴۰ г. ПЕНЯ 


sus ES, de EINE BEST OU Sete, 在 
区 域 O 上 的 总 应 变 能 为 


К, -АТ 
W = Qe o + 2 n : ) 


۶ 
( $ ' ) sef +o. 
eg, + CË? z + 682? z, 2 
4 € = (0,,€9,04) 1, 
91 
Ег = و‎ Ат» 
ہے او‎ 
91 0 0 0 
رم‎ =| 2° 21 Kh و‎ gy, za) +E ° 'S 1 j| 
nU 0 0 1/ 


T 
r 1 T Tr 1 T 
W = о ولا ویر ی می‎ + DM Ете, (7.1) 
其 中 رم‎ A 3 xn НЕ, FiA 3x3 对称 矩阵 。 کا چ‎ = 04. 


~ E J t F iC = 0, 


因此 
e= Fr! Er Yoe 
代入 (7.1) 得 
1 T 
= YEK Yo- EU: Fi Erle 
MAS 
¥ 
КУ = Kı ~EÎFI'E1. (7.2) 
我 们 将 在 下 章 证 明 
паку = ге 
ls 


如 果 在 O 点 的 两 条 邻 边 上 的 边 究 条 件 是 4=0， 则 方法 也 是 
АУ. XR ЕЖЕ, ВХ HFF 征 值 4 均 满 足 | 4 


<l, FE ۱ 
limK, = Kz. (7.3) 


{ e 


AE xke O RM RED E: نیز اق [5] 7ھ‎ Л, Plan 在 Г* 上 
25 = 0, 在 Г. 上 4=0， 方 法 出 一 样 ,这 时 仍 有 iXA1 二 1 以 及 (7.3)、 


$8 非 齐 次 方程 与 非 齐 次 边 守 条 件 
在 以 上 各 节 我 们 考察 的 都 是 齐 次 方程 
Au= 0。 
至 于 边界 和 条件， 至少 它 在 所 讨论 的 那 一 部 分 上 也 是 齐 次 的 ; 
19 


a i a wai о = 


. ди 
и=0 或 50 = 0. 


对 于 非 齐 次 问题 ， 讨 论 起 来 要 请 烦 一 些 。 以 角 点 问题 为 例 ， 

设 方程 是 
– Аи=р, 

{E O НО ЖЕ u = f. ЧО 可 以 取得 适当 地 
小 ， 我 们 不 妨 用 简单 的 国 数 通 近 疡 与 / ， 下 面 设 p 在 Q 内 是 一 个 
常数 ， 而 了 在 0O 点 的 两 条 邻 边 了 *,Tx 上 都 是 线性 的 。 

在 0 上 构造 一 个 满足 方程 与 边界 条 件 的 特 解 。 作 线性 也 数 

HCx, y) =ах + by +c, 

它 在 边界 上 满足 边界 条 件 ， 这 时 Аи =0. ВИТЕ SES, {E 

- "i =p 并 且 u, 77,71472. WE Г*, Г, 的 方程 是 


A,x+ B;z +O í = 0, = 1,2, 
则 令 
ولا‎ = DCA,X + Ву + С, САХ + BY + C3). 
A 一 Au, = 一 2DGA1As T В.В,). 


ا 
2(А, A, + В.В»)‏ 
即 可 。 如 果 两 条 线段 互相 垂直 ， 则 A,A, + BiD。= 0， 用 二 次 多 项‏ 
式 作 特 解 已 不 可 能 ， 可 以 考虑 用 三 次 多 项 式 作 到 近 ，‏ 
对 于 一 般 的 边 值 f 与 非 齐 次 项 p ， 和 寻找 一 个 特 解 就 更 麻烦 一‏ 
些 。 求 一 个 满足 边界 条 件 的 冰 数 是 不 困难 的 ， 设 它 是 4。 再 作 一‏ 
个 国 数 us, 使‏ 


р = 


- Au, = p + Àu, 


并 且 us Æ Г*,Г. EET Ẹ, utu ЖЕ BEER S. 
us 可 以 用 级 数 求解 ， 象 (1.6) 一 样 ， 写 出 无 穷 代数 方程 组 
رظ۸-‎ + Кур — AT. ZD k-1,2,--, (8.1) 
其 中 Px 是 和 p+ Аш 对 应 的 “等 效 节 点 力 ”。 设 已 طط رز جج‎ TER 
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BEX. RINE TF, TEH ERBIL, ТЕ Po 外 得 到 一 个 无 界 区 
域 ， 在 无 界 区 域 上 也 有 一 个 转移 矩阵 ( 见 86)， 为 区 别 起 见 ， 我 
们 将 它 记 作 闵 。 然 后 ， 求 解 妇 下 的 一 系列 代数 方程 组 

(К-АХ- АТИ U) Z pa, т=1,9, +. (8.2) 
24 т e REHT FH FREH (8. 20 3 ЖЕ Меру, ЧЖК لو‎ C8. 2)) 
工作 量 并 不 大 。 令 


zum = ХЕ", NM kom, 
zum 一 2 9 Кт, 
پل‎ m$. 
ےہ‎ zg, k=0,1, =.. 
2 的 插值 函数 就 是 ty。 


3425 Jë Neumann 边界 条 HR = 0۳۲ RHA 


Do = - > pk. 


kat 
后 求解 如 下 的 一 系列 代数 方程 组 Gm = 1,2, 6.6) 
دسا‎ (C ATz = Pmi s (8.3) 
- AZW, + (K АТХ) = — وو‎ | 

其 中 | 

Po = Ро, 

Pm = Фи: یووم‎ ТЕТ, 2 
Jj FER (8.3) BS CAR EAE ZR 的 。 我 们 可 m ew 的 最 后 一 个 
DEPTE. Ш, МАНЕРЫ. (00 
Би, УЖ GB. DR 可 以 求解 今 


дт = Ха, щрт, 
راع‎ = z Mksxm-], 
ET m 35 3350 IB و‎ 
我 们 将 在 下 总 证 明 上 述 算法 的 合理 性 ， 
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um. д - — =K=K— w b ا‎ 


总 之 ， 我 们 已 经 找到 了 一 个 在 Q 上 满足 方程 与 局 部 边界 条 件 
的 特 解 zu。 令 24=z+D2， 则 2” 在 2 内 满足 齐 次 方程 与 齐 次 边 穷 条 
件 ， 可 以 用 87 中 的 方法 求 / ， 在 Q 之 外 用 常规 的 有 限 元 方法 求 
и. ЛЕГ Eu 与 7/ 需 满足 一 定 的 条 件 ， 这 些 条 件 使 得 2 与 v 得 以 
一 一 联 立 求解 。 我 们 来 推导 这 些 条 件 。 

НЕ, ВЕР) Го — 758 رر‎ 
E REF TH 29 0, Вз, 6, bme з Я 
围 的 三 角形 单元 为 61,05, *** ,em, 其 中 
061, ** Om, ЛЕО WW, Emirit 6m TE О 
2 : Уһ. БАХ, ТЕР, REFL, ERR TT 
Bon 点 上 均等 于 零 ， 在 每 个 单元 上 是 线性 

АХ, dE 0. KL nj گل لیا‎ ЗЕ У F 
uh) = ив (b) +u(b,), (8.4) 


1 m. 
اہک‎ V9,* Vu, d<dy + У) |, Vr Vvdzdy 
7 i=j | 


i=1 
m 
+ 2, 
=, + 


1 1 1 


n | V9; *Vudxdy = S| Ф.рӣхау, 
(8.5) 
99, 99, w Ln. , К | 

жуй = (52,57), ЖЖ. GDR ER иль 
58S ABUSE LAR E AY RE EFE 555 5x БИН. 

将 方程 (8.4),(8.5)， 之 外 的 常规 有 限 元 方程 ， 以 及 方程 

Jı = X Yy 

$9 平面 弹性 问题 


考虑 平面 应 变 间 题 ， 这 时 方程 组 是 
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A + 2H А 0‏ رو 
Ë | À A+2Ľ 0‏ 
Try 0 0 H‏ 


其 中 0z,0y,Tzy 是 应 力 ，u,v 是 位 移 A.U 是 Lamé 常数 ,平面 
应 力 问 题 有 相同 的 方程 ， 只 需 将 常数 4,4 作 一 调整 。 如 采 在 边界 


上 给 定位 移 ， 边 界 条 件 是 
u-f., v-fy. (9.1) 
如 果 在 边界 上 给 定 分 布 的 表面 力 ， 边 界 条 件 是 


С: COS(V,X) + Try COSV, Y) = fs, 


(9.2) 


Try COSCV,X) + Oy COS, Y) = Ту. 


也 有 时 在 同一 边 上 既 给 一 个 位 移 边 界 条 件 , 叉 给 一 个 表面 力 条 件 ， 
在 区 域 2 上 的 应 变 能 十 


1 ди\ 2 QU ди 31 
= ie sao (05) t ADE 2495 ду 


U 


+u (元 + x) |Чхду. (9.3) 


有 时 间 题 具有 某 种 对 称 性 ， 例 如 图 12， 此 时 弹性 体 关 于 x Wü 


对 称 ， 表 面 力 关于 x 轴 成 说 面 反 射 。 除 去 了 物体 作 刚 体 运动 的 因 
素 以 后 , 它 的 位 移 关 于 x 轴 也 古 成 镜面 反射 的 。 为 了 节省 计算 量 ， 
可 以 只 计算 区 域 在 上 半 平 面 {y 盖 0 上 的 一 半 。 利 用 对 称 性 ， 在 x 
轴 上 有 如 下 的 请 动 边 界 条 件 : 

и=0, t, =O, 


它 属于 上 述 位 移 表 面 力 混合 边界 条 件 ，。 
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| 7 


8 12 


求解 上 述 问题 的 无 限 元 方法 与 $1-~ 8 8 中 的 方法 是 类 似 的 。 
我 们 先 讨 论 角 点 问题 ( 终 9 )。 设 在 0 点 附近 的 边界 条 件 是 自由 过 
r KF 即 边 办 条 件 (9.2)， 其 中 广 = 廊 =010。 

按照 图 10 EADAE В Pr. E АЗ ne, REET 
问 排列 ， 各 和 节点 上 的 位 移 依次 是 u uP, uyo eeu, 
它们 组 成 了 一 个 27 维 启 最 yi。 这 于 可 以 按 (9.3) 计 算 一 层 的 刚度 
ABER, 将 应 变 能 表示 为 


۶ d T TY Ко m АТ Ук - i 
т. = جحتہ‎ 7 к. X 7 ), 


其 中 К.К, A 都 是 2n Fr У, ×ز زط )ات‎ k ER, 
№ K-2Ky* Ko， 则 公式 (1.6) 一 (1.14) 都 适用 ， 只 是 转移 矩 
活 针 的 性 质 略 有 不 同 。 在 X 的 特征 值 中 ， 有 两 个 等 于 1 #7 
м T $F IE IR E 
9: = (1,0,1,0,,1,057, 
92 = (0,1,0,1, 2,0,1)". 
ЕЯ x Jj HIBUSE У ЯЗ y АННУ. HRF EEI 
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.1< ۳۱ ا ا 

x FER, )310(-)3 5(3 EAR O58 JH. 28 8 
SADE ВЕ КЪ, VEM КИ, رز‎ = cig + ہمووہ‎ НН 0,0, 是 
两 个 得 定常 数 。 于 是 应 变 能 等 于 


1 К — АТ y 
W = (0,0,91 eg ( ! X ° ) 


— А, К" C189; + Cgo ° 
令 e= (ciyco) ， 
91 O IN 
Е, = (1)41: F, = (т) К ono (9.4) 
n 2 


就 得 到 (7.1) ,(7.2) 式 . 
还 可 以 设计 一 种 更 快 的 格式 。 钱 $7 一 样 地 取 zc RC. 
T: BS A pr] 38 
21 = (250,22), ۰ج‎ AWA X c R? n , 
Zi — (zi, ہم و‎ (az) CR?", 
它们 满足 (= 1,2,*,n) 
РВ, تاج‎ = 0, 
z^ = 0, 2020) — gi 
对 于 向 量 >， 用 同样 的 方式 形成 za,zzERs"。 取 待定 常数 
с: =1,**,6), 24 К! В] 
Ye =G 9, Cgo + Cal Zi +С? وج‎ + Cg Zg + Co Zas 


Skbs b. RREA Ка BF, фи и ‚о 都 是 线性 ра 数 。 再 假 


424 k— 1,9,-,2!7!, у Е (1.6), HB RE or. H (9.3), ЕО 


的 应 变 能 就 是 


9 (Ус UE ( K', ولا‎ 1 


i 


e £2! '8(0 + 20) (с? + 02) 240408 + UCC, + C4}, 


其 中 ， 象 $ 7 一 样 ，S 是 区 域 O 的 面积 。 令 c= C,T, 
E, = АА, (9.5) 
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00 0 00 0 | 
бо о 00 0 
ےم‎ GTKG +E ا‎ 0 A+2 0 0 A | 
00 0 n»n 0 
00 о ли 0 | 
оо A 00 ویر‎ 


其 中 
G = (91992, ZE za, zag m), 
就 得 到 了 (7.1),(7.2) 式 ， 
公式 (3.11) 同 样 适 用 于 现在 的 情形 。 需 要 注意 的 是 校正 的 步 
Ш. ЕК. 是 对 称 、 半 正定 和 矩阵 ， 并 且 91,9; 都 是 它 的 等 特征 
问 量 。 可 以 作 如 下 校正 ， 以 Ri UHRE Кл, РІ 
Ilan, 4 


"n-1 ےج‎ j} 
Kiron = nu > soi Ki,2n-1= = ` Кар, 
1=1 l1 


1 . 
AUS HS i; +k; КЕ К, i زط‎ k; )1>1:۱1>-: 。 


上 述 讨 论 可 以 推广 到 外 问题 以 及 如 8 6 那样 的 无 界 区 域 上 的 
自由 边界 条 件 和 问题。 公式 (1.6) 一 (1.14) 现 在 仍 适 用 。 FER 
法 ,公式 (3.3 一 (3.5) 乃 至 公式 (9.4),(7.2) 等 都 仍然 适用 。 但 走 ， 
公式 (9.5) 已 不 适用 ， 公 式 (3.11)7 也 不 适用 ， 

对 于 角 点 问题 ， 如 果 在 O 点 附近 的 边界 条 件 是 向 定 边界 条 件 
uu=v=0， 我 们 指出 它 与 自由 边界 条 件 的 不 同 点 。 由 于 在 陷 章 上 上 
去 掉 了 四 个 自由 度 ，K。,K。, АЯ 2 - 4 М, FEE Ma ly: 
X 的 所 有 特征 值 4 均 满足 I4|1 二 1。 对 十 迁 代 法 ，(3.3) 一 (3.5) 
在 此 处 仍 适用 。 还 可 以 证 明 

lim K, — K,, 


[ ہم‎ 
这 时 不 能 计算 KP, ВАНЯ, АА 110 01+7 71 0 
在 的 情形 。 但 是 现在 天 : РОБА АЕ, کر مک جع‎ ЙОРК B, ¿Á 
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1 
要 用 。 (kiz tk, DIRÊ K, $ ظط‎ k;; RIL fF. 


边界 条 件 是 多 种 多 样 的 ， 在 两 侧 还 可 以 给 不 同 的 边界 条 件 ，。 
这 样 ， 边 界 条 件 的 组 合 种 类 十 分 繁多 ， PERUR RFF, FEE 
X, K: WERA, ARR RGA. JT g ae E _E i8 
边界 条 件 、 RTENE “RIF EE” MMS. 

在 局 部 边界 条 件 限制 下 ， 弹 
性 体 可 能 发 生 的 平移 称 为 允许 平 
移 。 例 如 ， 对 于 一 个 角 点 ， 若 两 
侧 都 给 自由 边界 条 件 ， 则 允许 平 
fume, V=, ER с, „с. дв 
ftx Rs لا لو ہے‎ Blut U Jv 
条 件 ， 则 允许 平移 是 u=v=0, 
又 如 图 13, Æ OA 2k BE p 28 H 
由 边界 条 件 ， 线 段 OB 的 倾斜 角 
为 0， 在 其 上 给 请 动 边 界 条 件 : 


— u sin 0 + t cos 0 = (), 


Я 13 


(Gy —0,)sin 0 cos 0 + t, (cos20 — sin20) = 0, 
I JC ВЕЗЕ 
u =¢cos9, v-csinf, 

c ARTE Me 

我 们 将 在 下 章 证 明 ， ИСЕ 7ئ‎ BH EE, МЕНЕЕ 
X 有 两 个 特征 值 رز‎ = 1, 特 征 向 量 为 91 与 92, 其余 特征 E A WAE 
[2133 车 允许 平 称 有 一 个 自由 度 ， 则 只 有 一 个 特征 值 4=1， 
对 应 的 特征 向 量 按 允 许 平移 而 定 ， 例 如 在 图 13 МИЯ T 中 ， 特 征 
问 量 就 是 9, cos 0 + وق‎ sin 5, 这 些 对 应 于 XX 的 特征 In] 量 ， 同 时 也 
是 组 合 刚度 矩阵 К, 的 零 特 征 向 量 。 

我 们 还 将 在 下 章 证 明 ， 对 于 选 代 法 (3.3) 一 (3.52， 当 转移 矩 
距 生 的 所 有 特征 值 均 满足 141 入 1 时 ， 则 有 
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НА, =К,, (6.9) 
1 ->a 


ВЕ X AIEA = 1， 则 极限 关系 式 (9.6) 就 不 BE 让， 必须 
通过 § 3 АУЛА KP, KFA KI BB, s, РЯЦЕХ 对 
РА = شوہ رش‎ 问题 ， 为 了 提高 收敛 速度 ， 我 们 
KE TL {EEL АН и ВЕН ВРЕ ТЮ А ВЕ, КЬ 

这 些 线性 函数 必须 满足 两 侧 的 位 移 边界 条 件 ( 如 果 有 位移 边界 
条 件 的 话 ) 

下 面 ， 对 于 平面 弹性 问题 的 无 限 元 方法 、 我 们 用 表格 形式 作 
一 总 结 。 才 上 是 允许 平移 的 自由 庭 与 转移 第 阵 X， 组 合 刚度 托 阵 

的 性 质 之 间 的 关系 。 


Xx 1 
Bm ХЕШ Ao 109 S K, 


xTM dq (| + 

' ; 

| x 0 | + + - 一 

| — -一 | 一 一 — i س سا‎ | a س اس‎ 
| 外间 题 2 x + p- | + - | 


tE: Ино 
表 2 是 关于 各 种 方法 的 适用 人 性， 我 们 将 $S 1 中 叙述 的 方法 称 
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为 特征 值 方法 ，§ 37RCG.3)— Q3. 0 ER IE KERR, 3.10 
ВИ СЖ. ХА, НМА 
(9.6)， 第 二 种 是 引进 了 允许 平移 后 ， 有 极限 式 (3.8)， 第 三 种 
де XB FI LA BFR | Е ЕАМ, О Не, ПЕ 
种 边 值 问题 站 第 一 种 是 角 点 问题 ， 第 二 种 是 8 6 中 讨论 的 无 界 区 
城 问 题 ， 我 们 称 之 为 无 界 区 域 问 题 ， 第 三 种 是 8 1 中 讨论 的 外 问 
题 。 我 们 以 “+ 2” 号 表示 某 一 个 方法 适用 于 此 种 情况 ， 以 “-? 
SKINS. 

最 后 ， 我 们 讨论 外 问题 的 
Fourier У, 如 图 4 作 剖 分 以 后 ， 
采用 极 坐 标 , 在 每 一 点 以 xsr ,to 分 
Jn Ao e In] Tu УТАА eT T 
方向 的 位 移 , 以 f; ,fo 分 别 表示 上 
述 两 个 方向 的 等 效 节 点 力 ( 图 14)， 
按照 这 些 变量 ， 我 们 计算 -一 层 的 
如 度 和 矩阵 。 设 在 圆周 上 有 ^ 


、 27 
д, АГ fB9-0,——.-, 14 


均匀 分 布 ， 则 有‏ ساس 


1 6 7 T Ук-1 
۸۷ = 二 5 人 
k 2 Ур Yg) K; у, ) 


KB Ko, Ko, ARE 2n Br ABE, у, ЮГ, E Urste 组 成 的 2n 维 
[n] St, 

{Е RAGRÁATHRUuEHG Ke, Ко, A ВЕНЕ, BH 它们 都 是 
如 下 形状 ， 


b, Pn‏ رط 
b, b ра)‏ 

В = . ? 
b, Da b, 


其 中 piC=1 0) 是 2x2 WJ t Ap EE. 作 西 矩阵 
I es I | 
ol D o^ 1 


I 
I 
J "Ji es 0209-10] 
I 


"URN ec. объ? | 


其 中 了 是 二 阶 单位 阵 ， 则 类 似 于 8 2 ГЕЯ 
PBF = diag( SD, Seem, کر سے‎ »»,). 


4 y, Fz, DF ZE3EG.0) 9157; F8, xb 6E 3I T 2.1). МА 
同 的 是 ， 现 在 P.,P,O 都 是 块 对 角 阵 
P,-diag(P(P!,««, PY), 
P = diag(P .ہ.‎ Р), 
О = diag (Q Y .., О), 
其 中 Ри, РО 都 是 二 阶 子 矩阵 。 令 


ха) PESIN 
Ф =Y ° 
z, =] : ,ا‎ Ffo=!{! ; |, 


其 中 zu. ФФ بر‎ “IME. 将 (2. DE Jü n + وع‎ Ur FH 8 
(121,**,n) 

РО - ОТАР = pti), 

-QD + РОО - ОТ = 0, 

эре ооо ве $ ца зоо онр оро 9599 رز‎ EEEE SEEE во $ оо عو وو‎ (9.7) 

-QU zd Р ОТ = 0, 
РЕН XU 0-1,2,,m, f 

zi 2XUDÉzUD. К=0,1, ***о 


30 


有 (满足 方程 

GDT(XGD)2 роҳ + QCD = 0, 
-我 们 将 在 下 章 中 证 明 Хо, m X'i CO =< т) 的 特征 值 1 都 满 
足 141<1。 考 虑 矩阵 柬 


pi Qu 21280 
G v), р) 


的 广义 特征 值 问 题 。 利 用 $ 1 POF RB TRH XP. MALE 
述 和 矩阵 仅 为 四 阶 ， 所 以 计算 量 是 很 小 的 。 然 而 ， 现 在 必须 进行 复 
令 
Z=diag (XP, XD ee Xy, 
itj 


Zk. = Zk, К=0,1, -**, 
PIE -FZPy,, К=0, 1, *> 
м Bl] BEAR DAE 
K,-K,- ATFZF, 
为 了 便于 与 其 它 单 元 衔接 ，y6 与 fo BEFR EFA FR 分 
: 量 更 方便 一 些 。 设 一 个 市 点 的 极 坐 标 为 (r ,0)， 则 
и cos 一 SID N ун, Ur 
( U )= (us 4 cos JTO) 
等 效 节 点 力也 有 同样 的 关系 式 。 因 此 ， 如 果 在 直角 坐标 系 中 ， 位 
移 向 量 是 站 6， 等 效 市 点 力 向 量 是 fo, < 
Г* = diag (7 0) T2) 1ر سر وو‎ 
an 
yos f*y,, fa=T*f,, 
H К.у, = f, 可 得 
Keyo = f$, 
其 中 
K* = T*K,CT*)-1, 
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$10 ”应力 强度 因子 的 计算 


对 于 平面 弹性 角 点 问题 ， 如 果 内 角 4=2x， 并 和 且 局 部 是 自由 
边界 条 件 ， 这 时 就 形成 了 一 条 裂纹 (图 15)。 以 O 点 作为 裂纹 尖 
йт. HARETO 点 时 ， 应 力 会 趋 于 无 穷 5X. 


图 15 
为 了 确定 起 见 ， 我 们 设 裂纹 处 于 正 x НЕ. ВИЖ, ША 
义 第 一 型 应 力 强 度 因 子 为 


= limv axr oy(r, 7), (10.1) 
т-0 
第 二 型 应 力 强 度 因 子 为 
K, = Не 9217 trylr, TD. (10.2) 
T=0 


按照 弹性 力学 理论 ЧИ, ЕО 点 附近 的 应 力 和 位 移 可 以 展开 为 


: 2j | 
[e )- 5" :ام این"‎ (0) Ha POPI, 010.3) 
j=] 


| }- У) ripa у?) + aP], (10.4> 
p 1-0 
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Жо ГЕ, 0(0) 55 у C 都 是 不 依赖 于 0 的 常 
数 。 在 以 上 级 数 中 ， 最 重要 的 项 是 /1 = 1， 在 这 一 项 中 ， 如 (4) 对 
应 了 位 移 的 对 称 分 量 ，y%)(0) 对 应 了 位 移 的 反对 称 分 量 ， 它 们 分 
EFO) 


-sinj (^ — 1+ 2cos? > ) 


2 ہش 
V1 C0) = , (10.5)‏ 
0000 0 1 
vr COS 7 (^ + ] — 2sin 9 )‏ 
ll os. 12.0.‏ 
Узда COS 9 («+ 1+ 70 9 )‏ 
А ; (10.6)‏ = )0709 
(оо 0‏ 
Zgan 一 一 = 一 -一 SI 一 9 (Є ] - 2cos 5‏ 


其 中 “ 是 一 个 常数 ， 对 于 平面 应 变 x=3- 烟 ， 对 于 平面 应 力 
Ж = (3-2) (1+0), v Jj Poisson [k, 24 = 1 h}, 下 六 的 分 有 是 


| — sin. 9 5 (1 + cos $3995) | 
var 2 


oS (8) = x ins (1 -- COS sin 


x 
, 
x 
| 


| vs 0 (2 — sin jim) 


0 0 . 30 
-一 -一 sing دجو‎ sin- 一 


(1) = 


1 . Í 0 2) 
—= siny | ] + cos ,, cos — 


2200.102, (10.2) 比 较 可 以 看 出 恰 有 
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a= Ку, а= К., 
79 | TE РАУЛ РАЈЕ, WIRT х f Во Ш 8 
16. A $ 9 中 的 方法 可 以 计算 出 y。，， 设 转移 矩阵 XX 的 特征 值 按 


绝对 值 自 大 而 小 的 顺序 排列 为 41,4s,*… ВВ 4, = AS = 1， 它 们 对 
应 了 特征 向 量 9, = (1,0,1,0,… ,1,0)1 与 9 =(0,1,0,1，…0,1) ， 
相当 于 平移 。 按 照 第 三 章 中 的 理论 ， 
де’, A Agm À = 6. 

下 面 我 们 说 明 这 几 项 的 力学 背景 ， | 

VE дз 的 对 应 特征 向 量 是 gs， 以 它 作为 Го ЕМУ, MH) 
由 (1.7)， 各 相似 多 边 形 上 的 位 移 向 量 就 是 98,hs9s,4393,*"*， 
49a*…。 从 OO 点 出 人 发， 通过 fT。 上 一 个 节点 , 作 一 条 射线 。 由 相似 
性 ， 这 条 射线 与 每 个 多 边 形 Г. 都 相交 于 某 一 节点 。 这 一 系 烈 市 
点 与 0 点 的 距离 与 &" RE. TE 

ША = ($F) وی‎ 

Hir а =ю54./1052 1/2. НИЯ DL, Аз, ۸۸۳۰ BET C10. 4) 
hf i =1 Ji, НВ رن‎ Ав 对 应 了 = 2, AFRO 04 
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旋转 与 沿 x 轴 的 简单 拉 伸 。 

按照 第 三 章 中 的 理论 ， 有 一 个 特征 向 量 对 应 于 的 0， 另 . 
一 个 对 应 于 рЫ :09 。 事 实 上， 我 们 现在 可 以 通过 线性 组 合 ， 使 
得 9, 是 位 移 对 称 的 ， 而 94 是 位 移 反 对 称 的 ， 即 G= 0,1, 60) 


git D = 9029-21-12 gidas gnd 
gi = Тр = gral, 
如 果 93,9, 不 满足 上 述 条 件 ， 则 其 中 必 有 一 个 既 非 对 称 ， 也 非 Б. 
XP, ECE g: BHO RIEKIE, 
g* = با‎ D — g9", gy — 942% ee g9, — 942% 


也 是 一 个 特征 向 量 。gs + 9 与 9; ~ 9+ 即 为 所 求 。 


将 yo 按 特征 向 量 作 分 解 
Yo = 2191 + 45095 + *** + Go nÜan, (10.75 
M ا‎ T Ka 的 应 变 能 是 
1 | 
Wiz 9 (25952 K z (4393), (10.8) 


对 应 于 Ky 的 应 变 能 是 


1 
W 11 = (@49 K, Gago. (10.9): 


3 ~J His To 上 各 市 点 的 直角 坐标 为 (xyi, 极 坐标 为 (ri 0° 
(1 = 1,2,-,0), 又 x [n] E (CX; 1 ХУ. — J,) 的 极 22 ER Ar 
(si 2i)， 则 通过 积分 、 按 照 (9.3) ,(10.4) 一 (10.6)， 我 们 也 可 


以 计算 Wy, 与 Wo, Plan FEHM BREE 


i i Yi | 

0 | 

— Е. 1*1 Viet 
Wr = er 2. Ži - і 


i*i : 
1~ cos(a, ~0) 


о, 1. ر‎ 4 
x (1-2 + o 0 a, Jlog — cos(a ,—0,,4,) 


۸ 


+ >G — 4v — cosa, ) C] + cosa, ) log 


i+] 
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= (1-24) (0... — 0 sin а; 
.. 1 1 
+ a 003) +0,. 1) — 5 608 (а; t0) 1 (10.10) 


Xi У: 


—— M ÁÁ— MÀ — 


Kî 
а= ваг 


n-1 
'X isi وی لق‎ 
一 Si 


_ _ 3 M ]-cos(0,—0,) 
0 2v о Sin a, (18 جح رش‎ y 


ri 


+ E 2v 一 Š sin'a, — (1 ¬ 2v)cosa; | log 


Tisi 


+ CI ¬ 27) CÓ, , — 0 sina, 


- 5 созба, +0101) mmol. (10.115 


比较 (10.8) 一 (10.11) 即 可 求 出 上 ? 与 i、 这 里 要 注意 的 是 Ki 永 
十 是 正 的 ， 因 为 负 М К, 值 意味 着 裂纹 两 侧 的 材料 会 互相 侵入 ， 
这 是 没有 物理 意义 的 。 而 天 的 正 负 号 是 容易 判定 的 ， 只 要 简单 
地 看 一 下 یہ‎ 沿 着 裂纹 的 切 向 位 移 的 方向 就 可 以 了 。 

如 果 弹 性 体 具 有 如 图 12 的 对 称 性 ， 这 时 ,=0， 只 需 计 算 
Эр, МЕЖЕ پر‎ 只 有 一 个 特征 值 4=1， 它 的 对 应 特征 向 量 是 
(1,0,1,0,-*, D', WHE لہ‎ BEI A= ° 

最 后 ， 我 们 讨论 分 解 式 (10.7) 中 as93,a494 的 计算 方法 ,9s,94 
为 转移 矩阵 X 的 特征 向 量 ， 对 应 的 特征 值 4,,44 Е £77 的 近似 。 

e 
а = (а, ао, *** „апт, Г= (915 92, *** 2n) ; 
则 (10.7) 又 可 以 写成 
yo = Га. 
Ж 
а= Т уо, (10.12) 
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WT i5 —6 5890112995 , 91, N 

аз = 9Ty,, a, = 9100, 
由 (1.13) 

XT=(T-')TATT, 


Hn 
XT(T 1)? = (TTA, 


由 此 可 以 看 出 ，9 ,9 就 是 FERE XML F ER E [I A3, 24 的 特征 


DES 


НЕХ E; К. 是 按照 8$》 1 或 § 2 的 方法 求 出 时 ， 因 为 已 经 


KH TF HiBET, MAGO.12) 计算 یہ‎ а. 是 不 困难 №. ZH FE BEX 55 
K, 定 按 照 8 3 的 方法 求 出 时 ， 因 为 事先 没有 解 特征 值 问 ES, BT 
以 还 再 要 求 93,91, 23, 9,. 在 现在 的 情况 下 ,已 经 知道 E A. 
A. 很 接近 ， 所 以 用 带 原 点 位 移 的 反攻 法 :可 以 得 到 很 好 的 效 


M. KH XT 的 两 个 特征 向 量 后 ， 可 以 用 前 面 的 办 法 使 9, 是 位 移 


对 称 ，9 是 位 移 反 对 称 的 。 此 外 ,我 们 还 要 选取 适当 的 常数 因子 ，、 
使 
$11 Stokes 外 问题 (一 ) 


众所周知 ,对 于 定常 的 二 维 粘 性 绕 流 问题 , 有 “Stokes ЛЕ”, 
因此 它 是 没有 实际 意义 的 。 我 们 过 论 三 维 问 题 。 在 三 维 问题 中 ， 


绞 为 简单 的 是 轴 对 称 流动 ， 我 们 在 本 节 讨 论 它 的 无 限 元 解法 ， 方 


程 组 是 
uC- V(xVu)/x + u/x?) + 9p/9x = 0, (11.1) 
— IN (XV) /x + ap/ay = 0, (11.2) 
DEN 
ax xu) ISO =0, (11.3) 


JE 


号 放 转 ۰ » 3 ا‎ — 在 无 穷 远 处 可 以 加 边界 条 件 ( 
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b a  يںپ‎ Ш. - —— ہے‎ лы kisa. í mi 


v) = (u,v)。 我 们 在 速度 场 上 加 一 个 常 向 量 ， 以 4 一 4 一 "= 
作为 新 的 速度 场 ， 因 此 ， 总 可 以 认为 在 无 穷 远 处 速度 等 于 零 。 

HF FEK E, ЖЕ, ЖЕНИ ИО. 77 
三 角形 单元 ， 以 顶点 及 各 边 中 点 为 节点 (图 17)， 作 二 次 插值 ， 播 
НАС) 

а+ьх +су+ ах? + еху + fy, 

六 个 系数 恰好 被 六 个 节点 值 所 唯一 确定 。 在 每 个 单元 上 ， 设 压力 
b 为 一 个 带 数 。 


17 图 18 


作 章 分 如 图 18。 我 们 考虑 由 Гь-, 与 D. 所 包围 的 第 k 层 。 
设 三 角形 单元 共 N 个 ， 则 在 Te GR Г) ЕЯ М +174 Ba. TE 
第 KK 层 内 部 还 有 入 +1 个 节点 。 一 层 的 节点 总 数 共 3CN+1) 
个 。 由 对 称 性 ， 在 y 轴 上 u=0, MAET- Г) E, HE 
分 量 共有 2N 个 自由 度 ， 我 们 将 这 些 分 量 排 成 一 个 2A 维 问 量 
yy (或 9 0)。， 类 似 地 ， 在 中 间 节 点 上 也 有 一 个 2 六 维 问 量 少 。 

在 方程 组 (11.1) 一 (11.3) 中 .压力 可 以 允许 差 一 个 常数 ,为 
消除 此 不 定 因素 ， 我 们 在 第 k 层 内 指定 一 个 单元 上 的 压力 等 于 


38 


八 。 因 此 在 第 及 层 内 ， 压 力 值 构成 了 一 个 人 -1 工 维 向 量 ， 我 们 将 
"EijafEa. 
在 第 一 层 内 计算 “应 变 能 ”积分 ， 引 进 一 些 矩阵 ， 则 有 


_ 1 2 2 4 Advd 
= 3^ (учу? Ivo + $z (۸٥ 


1 وط طإ/_‎ (P? 
رہد‎ Qi پیر‎ у. |, (11.4) 
ІЛ, L 
12 22 y* 


- [reno + 5; 0 Jaxdy = (00,01 y. 
dr Ly 是 AN И, LONE ВЕ, В 是 4N x (N - 1) 
AE, B, 是 2N x (N — РЯ. 
考虑 以 下 方程 组 


У 
us) + Ly* + B,q = 0, 
1 


Уо 
an, вт ) = 0, 


y* 
可 以 解 得 
Jo 
*= _ 7-77 B ) ۱ 
y ( EOE 2d 1, (11.5) 
y 
BIL} Bq = (BF - BL;ALT Y (7 ). 
1 
于 是 


， У 
а= BB) BT- ВИЗЫЛӘ('). 10 
8لا‎ )11.6( 16۸ (11.5>, ЛЕЖАТ. АА )11.4( , ЗИ 
و و لا‎ Ут 的 表达 式 I 
_ 1 гот K, ~ А? Yo 
= 9 ID a к.) 
iB k ЕР НН ЈЕНЕ XÈ 
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- < z“... dm س‎ = = 


#-1 К. -A 
° - к.) 


Q 上 的 组 合 刚度 矩阵 天。 的 计算 方法 与 & 5 中 的 方法 相近 ， 
在 狗 代 法 中 需要 考虑 一 些 新 的 因素 ， 在 TT。 上 计算 流量 
C =Í xCucos(v,x) + vcos(v, y))ds, 


其 中 v 表示 Г. Е оон Jin. š 线性 地 依赖 Ту, В 
可 以 引进 2N Яну ^. {E 
ری‎ 
容易 看 出 ， 在 站. 上 的 流量 为 
Cx کر‎ 
اق لا‎ Го ra zum 2! АН 4 М НВ را‎ 
K, - 
" A, к). 
НЕЕ, ЕЛРЕЖ-ТИл Ela РА. УМЕ 
见 ， 不 妨 设 在 第 2° 层 的 某 一 个 指定 单元 上 . 
ipk-2!, ШЕ 2k E; Ff) “МЕ” хе 


К, - АТ У 
W -30 D 7 X °) 
A, А / NU, 


lerep ol ۱ CA) (11.7) 
+05 afl, Ky 


这 里 要 注音 的 是 ，p 仅 在 一 个 单元 上 而 不 是 在 两 个 单元 上 恒 等 于 
旺 。 现 在 既然 在 第 Ok 层 的 一 个 单 苑 上 p 恒 等 于 零 ， 在 前 面 第 一 全 
К Jx E p fr f 4 oc 0ط‎ 以 等 于 任意 常数 。 将 方程 (11.3) 在 


k E FR 
这 ہے‎ 7 t kiy =Ë ^h ly, (11.85 


Dk, ЕЮ ЛМЕ Е а, ух 不 是 任意 的 。. 
引进 Lagrange 3€ d- I, 4 
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L=W + АТ ر سو‎ — yo), 


aL aL 
.وت‎ = 0, =0, 得 (11.8) 以 及 


~ Aryo + Ку +ER(— Ау: + Кук) +05 25۷ =0, 
因此 | о 
ук = (EEK + КАТСА yo EKAT Yan - 28? Fh). (11.9) 
Я GOI.0RAGGI.9£f1 
hTy, = ЕТ (ЕК, + رک‎ '(Азу, EAT gay = 097 5), 
ETAk 


1= ТЕК, + KDR TU 


| x {Ek EFK] + KDT (Ау уо +£kATgu, k) Jo)» 
简 记 作 | 
| п = ВТУ + Н Узр 
其 中 hi E بروط‎ 为 2N Яна. КЛС. 9) 得 
y, = (ЁК K, +K!’ J HAIGH АТузь — E khh] Jot ТУ») he 


(11.10) 
将 它 代入 (11.7) 并 经 过 一 些 计算 得 


1 ۱ К.у — AT. Уо 
一 1 ون‎ gto | , 
-Át K'isi Jk 
其 中 


Кіа = Ку САТ + ET Eh hT) Ку + و زار‎ CA'7 СЕЙ), 

(11.11) 
K+ = EFK' ~ (EFA, + S AAT) | 

x (FK ہے‎ KO (EA 22٤٥و‎ e), (11.12) 
Arsi SEÉSAURK + КОТА – hoh (EK (+ RK) hhi, 
(11.13) 
А 1=0 FH, TIR O1.1D— O1. 325 "EAR 00:27. 7 
删 度 和 矩阵 (L = 1,2,…) .现在 设 对 于 某 一 自然 数 4, 已 经 求 出 了 K,， 
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Ki B Ar. 
任 取 一 向 量 g€ RF”, {E А7050. МН لیا‎ № 9=а, H 
Е, = (1,0, ***,0)Т, yat = 06, На 为 一 常数 。 则 由 (11.8) 


80 hTy, = аё? ` Тє, (11.14): 
5 1 +1 Ty 
а=" Te 
这 时 


1 К, — АТ Jo 
W = La )امم‎ X 
— A; К" QE, 


-i( T polt трет Ki - A1 Jo 

ьа) estu 

2 пе : z - 
1 


W = -YFK Yos 

其 中 
бок گے‎ 
Kz =K, hTe, 
我 们 将 在 下 全 证 明 


(heTA,+ ATs,hT) + (тегу? 


ВЕТКЕ ht, 


lim АС = Ke. 
1 -+-= 
ЕЙ СА, RIS $5, М 
— ل1ھ‎ j 
YIK: y, = mm | СУ v» ( у (+ e ОТК. |. 
A, K^*w 
(11.155 
但 呈现 在 由 不 是 任 取 的 ， 由 (11.8)， 它 受到 
hTy, = Ё Tw (11.165 
的 约束 。 引 进 Lagrange RFN, < 


۱ — АТ 
гоо) kee 
TA, -i 
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FERT wy). 


a 0L. - aL — p. ` 
тр 7060470 ЧаТАВАХ 


ЗА + 27+ oF? Kw +E t * 0, 
jN Jt 
T 1 +1 
w = (š K: «x Ao ¬ TIS" i). (11.17) 
代入 (11.16) 得 
T 1+1 I 1 {+1 
hyo =? اك٤‎ Ka + KD (Ain - rud н). 


ДЕ t 


age ме دی‎ | 
"= l2» Що К, + К’ ) 5 А ~y 
M K, + رز پر‎ h z l 1 Jo о} » 
简 记 作 
П = rT Yos 


其 中 r, 为 2N 维 列 向 量 。 代 入 (11.17) 式 得 


w-QUK.- KO (Aus Ё g By). (11.18) 
代入 (1.15)， 并 经 过 一 些 计 算得 


2+1 


К. = K سے‎ САТ- E "ru رح‎ CEU K, + KA) ICA, + P" hrT) ¢ 
于 是 有 和 迭代 格式 
开罗 二 《4 一 上 


27+1 


r AT) Q? Kg + Корт 
x CA, AE het, 


我 们 将 在 下 章 证 明 ， 只 要 КЕ, WE 
lim KV" =К.. 


T — au 


下 面 给 出 转移 矩阵 X 的 计算 方法 。 在 (11.10) 中 N20, 
К= 1， 则 有 方程 
43 


= (A~ Т) уо CEK + Ку, ~ (EAT ~ Ту, = 0, 
将 关系 式 
U, = X U0. k=1,2,%% 
RA, ت15‎ WEB 
(SAT - E*hh 2) X* — C Ko KIX + CA — Z?hRT) = 0, 

注意 到 所 有 特征 值 都 满足 141 I ê, STER S 1B f Zo 
Хх. ECEM К. ЖИ: F, 求 X 就 更 为 简单 。 在 (1.18) 中 
A420, 得 

у, = (К. + Ко) 1) ۸-52۸0 می(‎ 
因此 

X = (К, + KWA- hri), 

合 单 元 与 基 它 常规 单元 的 联结 方式 古 这 样 的 ; 设 常规 单元 

mode Q*, НЫ O* Е کر‎ ИЛЕН XR] =, HR Jú E 
的 压力 组 成 向 量 9 。 令 


il. х 1vui? + [У + и.) dvdy = Û ата, 


-| NC + 2 со) )ахау = z'B*q, 


FOR Q 与 8* 合并 为 区 域 Qu， 在 Q, 的 边界 上 速度 是 已 知 的 ， 间 
y. 的 分 量 中 ， 有 一 部 分 与 了 的 分 量 重合 ， 有 一 部 分 是 边界 الا‎ 
№, 的 分 量 中 也 有 一 部 部 分 是 边界 速度 。 : [n] ж z, Hi = 的 内 部 
速度 分 量 组 成 。 令 


W = 7 УК а + ТК + ,86ھ‎ 


24 就 得 到 了 一 个 代数 方程 组 ， 求 解 得 


然后 < 


2, 54, 
我 们 将 在 下 章 证 明 上 述 算 法 的 合理 性 。 
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$12 ”不 相似 问题 


我 们 考虑 Helmholtz 方程 
- Ди+ли=0 (12.1) 
的 无 限 元 解法 ， 其 中 A dÉ— Ah. НИИ В 不 一 
致 ， 前 面 各 节 中 的 方法 不 适用 于 这 个 方程 。 
以 角 点 问题 为 例 ， 设 图 9 中 r* 与 r. 上 的 边界 条 件 是 邮 = 
0。 作 如 图 10 的 划分 。 第 天 БИЈЕ ERE ار‎ 
Ко — АТ 2(k- 1) Lo — DT 
(i p )* j (_› و‎ ) 
其 中 和 矩阵 Ko, K5,A 与 $7 中 的 相同， 第 二 个 矩阵 是 一 个 对 称 正 
TERE. XUFU., ROED RA 
(Ko + АГ) yo = CAT + ADT) y, = fo, (12.225 
— (A + 40)у, + (K + AL), - (AT + A£2DT) y, =0, ۰ 2), 


— (A+ A£* UD) t OK FE AE* 87 OD y, | 
= (АТ + یر‎ *DT3y.,, 70, (12.2) مم‎ 
其 中 K = Kx +К,, L= Lf +L. 


如 果 2 不 是 区 域 0 上 方程 (12.1) 的 特征 值 ， 就 存在 矩阵 X CO, 


使 
у, = XK (0. 


并 且 如 果 A Е, ХОА Е SOBRE. НЫ 
х-к, یو‎ 
则 Г, 变 成 了 To, HEAL DERT 
一 AL+AMzazeU=0， (12.3) 
因此 如 果 АРАБ О 上 的 特征 值 ， 就 有 
Yger X CAP? yx. 
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如 果 A, A2 不 是 特征 值 ， 由 (12.2)1 得 
- (A + AD) + CK + ALD) X (A) ¬ (AT + АРТ) X (A£ X (A) = 0, 
(12.4) 
我 们 将 在 下 章 证 明 X QA A 的 解析 函数 ， 因 此 在 4=0 附 
Jr X (A) n LÀ R ИЖ 
ХО = Xo AX. AT Xm ++, (12.5) 
其 中 X. = XO, ЕЛЕ 7 H B AR НЕХ. A 
《12.5) 代 入 (12.4)， 并 且 按 4 的 器 次 整理 得 方程 组 
~ А+КХо- АТХё=0, 
р+КХ, + LXo- AT(X X, € P? X1X0 - PDT X$ =0, 
一 般 地 有 


+06 روچ و‎ о Ф 555 $658 699 ав вое 


т 


KXn +LXm-3 - АТ SU X (Xm. , 


$ =0 


т- 1 
- EDT > Х, Ха-а =0, 
i20 
т=2,3, **, 


其 中 第 一 个 方程 我 们 已 在 87 中 解 出 ， 从 第 二 个 方程 开始 ， 它 们 
依次 是 X,,X.… 满 足 的 线性 方程 。 可 以 归纳 成 如 下 形状 ， 
Jm X, * Ah Xm Mm = Еһ 
ریہ لا‎ 左 乘 之 ， 就 得 到 标准 形式 的 方程 
CAL DJa Ха т X4 Mm = CAR 27! Fm е 

解 之 即 得 Xa. 

(12.5) 式 表示 了 在 O 点 邻 域 
内 的 X(4)。 对 于 绝对 值 较 大 的 
4 值 ， 可 以 由 方程 式 (12.4) 从 
X(AEDSRX AD, RE و۸758‎ 
AC * НЕ, KERK, 
xX (a 2F) Е (2. 50oK H, 55 
设 Q, ЖЕН Г,,Г* 与 Tx 包围 的 区 


二 19 
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后 就 可 以 用 (12.4) 作 为 递 推 关 系 式 。 
令 
Ka (D = (Ko + AL) – (AT + ADT)X (4), 
它 就 十 区 域 0 БАЈА e WE BEERE. 
如 果 我 们 要 计算 解 在 O 扣 的 奇 性 ， 则 可 以 将 解 表 示 为 
Ук ~ 00229, + BAIAS, (12.6) 
其 中 91 = (1,1, 1， 对 应 了 特征 值 加 = 15 42,9» 为 代表 了 解 
WJ s FEBS TET ЕЛЕ SE. (۸)ء‎ 与 BOO Н yo 所 决定 ， 所 以 有 
解析 函数 04010 22 СА) , «6а. (АУ; Ву (А), ВСА), +++ Въ )۸(, E 
aCA) = (а, (А) ,9,(А), , a5 (А) Ув, (12.7) 
ВСА) = СВ, СА), ВСА), +, В. (А) >90. (12.8) 
在 $10 中 ， 我 们 已 经 针对 平面 弹性 问题 给 出 了 计算 0100,20, (0, 
,0n(0) 8,00), 8,00), es В. CO RB Jj 1. xT 420, nf EUH Zu 
下 的 需 级 数 方法 计算 。 
作 相 似 变 换 
Xi lx, yj, 
M p. 变 成 了 Pa 777 2.1)2 pk T 
~ Au Аби = 0, (12.9) 
=, = Ук. (k=0,1,-*), N z, 就 是 对 应 了 方程 (12.9) 的 无 限 
元 解 。 由 (12.6) 得 
ZQ,770(À29, + AaB CADI AEn 
H (12.7), (12.8) 
aCA) = (а, (42?) а, CAE?) perep an (A6 ))Zo, (12.10) 
AaB CA) = СВ, (AE) , В.А”, н, В. (А62) zo. (19.11) 
H (12.7), (12.10 fF 
(a, CA), aCA), oor On (AD) = (a, (А22) ,a, (42?) ,oo Qn (4200 X (A). 
(12.12) 
ЊН (12.8), (12. 1124$ 
АСВ, (A) , ВСА), "Ba CADO 
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一 (В: CAE?) , В. AED, S Bnr ADOXA). 
(G (A) ACLA), ***,ав(А)) = У amA”, 
其 中 am дп BETE. 代入 a2, م2‎ EXE ICI2.52 
得 


a, À = > a, (AZ > AP X x‏ ر2 
Т = 0 Н = Q тео‏ 
A" > ia XS, °‏ > = 
moei i= 0‏ | 
我 们 得 方程 组‏ 
т‏ 
m = > E: la X m-i , т = ],2, °°,‏ 
i = Û‏ 
Bn‏ 
m-i‏ 
0 رر )a- t" XO,‏ وس an (УС.‏ 
i= Ü‏ 
BB, 4‏ 
(В. СА», ДСА), , В. СА)? = У) bm A" ,‏ 
Mma g‏ 
则 有 、‏ 
mT- 1‏ 
bm =( D EDX m., asl е2" Xpt, т=1,2,•••,‏ 


ТАИТИ S 2.1) 48429 ٹ0‎ IRE. KX 域 Q, 有 一 
НО, О, ЧИО Бо, Е но 60. ОЕ 
无 限 的 三 朋 形 相似 前 分 ， 在 2 上 作 常 规 的 有 限 三 角形 剂 分 
(图 20) 。 为 简单 起 见 ， 不 姑 设 在 边界 上 部 给 边界 条 件 4=0， id 
绝对 值 最 小 的 特征 值 为 4， 对 应 的 特征 函数 деи, “ETUI Оо 上 
WEDE 

— Au, + uu, = Ü, (12.13) 
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я 0 
域 ， 以 Q 或 2e 代 忌 区 域 Oo， 可 以 考虑 类 似 的 特征 值 问题 。 设 相 
MEE GE [E A Ви». 我 们 将 在 下 ВЕНЕВ H, mius 都 是 负数 ， 


并 且 
Ти, | и. (12.14) 
BIRJA >> | ۸۰۱۰ ЖЕ РАВ A E А < 1۱۸۰۱۰۰ 
и; = X (A) Vi. (12.15) 


i20, Е ۴7120 У" ,Q* 上 的 刚度 矩阵 为 K* CAD， 
则 o* 与 第 -一 层 上 的 应 变 能 就 是 


1 
W CA) = - 
МСА) > 


1 K, + AL — AT — ADT\ гу 
eyotgpo( tm X "), (12.16) 
一 Ут 


(y*)TK*CA)y* 


А- AD K,- AE 
其 中 у 的 一 部 分 分 量 等 于 零 ， 男 一 部 分 分 量 包 含 在 y* th, 
۱ ہے ہت‎ W 
现在 设 u, 2.1 ВО, MA شی‎ =0, (12. 16> 
式 是 包含 y* E y, 的 二 次 型 ， 007 
aW CA) 
ду* 
其 中 AG). ВСА گر‎ 0 АН. نا‎ )12.115( Е Л 
ACA) y* + BCA) X (A) Yo = 0, 


= ACAM* + BODU,, 
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或 
COD V* = 0, (12. "n 


其 中 CD BEE, ЖА. 是 方程 (12.17)? 的 非 2 
所 以 上 是 方程 detC 00 =0 的 根 。 这 个 方程 的 根 不 是 唯一 M 
我 们 求 出 绝对 值 最 小 的 BB — №, E ut. BJ Za P. R. ВМ 


Js 二 1 由。 另 一 方面 ， 从 (12.17) 可 以 导出 9" سر‎ = 0, 因 此 


是 特征 值 ， 即 有 a* = n, 
为 计算 4 上 ， 可 以 用 拟 牛 顿 选 代 法 。 取 AU 21,59 20, S 
НК 
pne = em detC (uU (m) (pem ے‎ uo) 
detC (ut — [16٤0 (и) * 
т = 1.,2,***, 
Bp apo ши. 
其 次 设 4= 加。 这 时 (12.15) 式 不 成 立 _E Ë 2; 2 E, A Wi 
用 。 可 以 将 Q* 与 第 一 层 合 并 ， 作 为 新 的 区 域 0*， 将 第 二 层 作 
为 第 一 层 ， 下 面 是 它 的 一 个 特殊 情形 : 
M Q = O FF, ДБА ЕНА ЕЕ 
Ka+ 4221 — AT — AEDT у, 
X, ) 


W (A) ا‎ | 
—-A-APD Ki t ASTE "Va 


+ ТСК + Ау, 


aW (A) _ 
令 一 一 一 TI = 0 得 


(K AL), - CAT + AZ? DT) y; = 0, 
[l y= ХСЛЕ?) и 代入 得 
(OK + AL) — CAT + APDT) X CAT IY = 0. 
其 系数 矩阵 恰好 与 方程 (12.4) 的 一 样 。 我 们 得 出 如 下 结论 : 当 方 
程 (12.4) 的 系数 矩阵 奇异 时 ，4 恰 为 特征 值 。 
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в ic 


本 章 内 容 主 要 取材 ERDAS.U723,[83,[103, 173, 0197, E20], 
[25],[26] ,5277 与 L31]， 但 是 作 了 重新 组 织 ， 同 时 补充 了 一 些 新 
材料 。 有 关 的 证 明 放 到 了 第 二 章 ， 本 章 只 介绍 算法 。 

第 一 至 第 三 当代 表 了 三 种 典型 的 算法 ， 特 征 值 方 法 .Fourier 
方法 与 迭代 法 。 它 们 主要 是 在 [4],[17], E71. [26] 与 [19] 中 介绍 
的 。 为 了 便于 阅读 ， 在 这 三 节 中 我 们 只 就 一 个 典型 的 例子 进行 叙 
述 ， 即 二 维 Laplace 外 问题 。 这 个 问题 的 无 限 元 方法 最 早 见 于 [5] 
与 [10]。 它 的 简单 之 处 在 于 方程 较 简 单 ， 不 涉及 边界 条 件 ， 并 且 
便于 使 用 Fourier 方法 。 

我 们 在 第 四 至 第 七 节 、 第 九 节 以 及 第 十 一 节 中 介绍 了 关于 各 
种 方程 与 各 种 边界 条 件 的 无 限 元 方法 。 因 为 算法 仍然 是 上 面 三 
种 ， 我 们 在 这 儿 节 中 着 重 介绍 在 求解 过 程 中 它们 的 特点 。 我 们 希 
望 这 几 节 不 仅 使 读者 了 解 一 些 边 值 问题 的 无 隐 元 方法 ， 而 且 能 够 
达到 举一反三 的 效果 ， 对 于 我 们 没有 涉及 到 的 方程 与 边界 条 件 ， 
污 者 也 能 参照 这 几 萄 的 方法 处 理 。 在 这 几 节 中 ， 等 参 单元 最 时 网 
于 [8]， 和 角 点 问题 最 早 见 于 [3] 与 [4]， 平 面 弹 性 问题 最 早 见 于 
[4], Stokes 外 问题 最 早 见 于 [27]。 

第 八 节 的 材料 来 自 [10]， 第 十 节 的 材料 来 AC], 3 
十 二 节 的 材料 来 自 [20] 与 [31]， 它 们 是 上 述 无 限 元 方法 的 一 些 拓 
广 及 应 用 。 其 中 应 力 强 度 因 子 的 计算 是 推动 无 限 元 方法 诞生 的 一 
个 动力 。 
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第 二 章 算法 基础 


$1 无 限 元 空间 


我 们 在 本 章 中 证 明 第 --- 章 的 公式 及 结论 。 以 后 我 们 总 是 以 C 
记 通 用 的 常数 ,它们 在 不 同 场 合 可 以 取 不 同 值 ,如 果 有 必要 区 别 它 
AIt, NEVE CC: 等 。 设 x= (xxd) 是 空间 只 4 中 的 点 ， 
4=2,3, ОСА 是 一 个 开 集 。 以 C5(0) 表 示 Q Е 无 穷 次 可 微 的 
紧 支 集 函 数 的 集合 ， 并 使 用 通常 的 Соболев 空间 的 记号 رز‎ СОХ 
与 Ww? (Q), JrHig 


1 
в. = | Гәешғах)?, k>0,p>1, 


[u| وم‎ = esssup|a*u|, k20, 
сен — 


一 1 
lulm.p.o = [Именно |, m0, pz], 
k = ü 


[umso = max [ul kp 
0 <k<m 


其 中 | 
гакыр = کے‎ | 2^" 


w f а 
Ea کرک یر‎ 


#Elulm.o SB и ко. Ms‏ مزا زم ما ДЕМ‏ 28 سم لا 
HEKRA, НОВОЕ Е То. ETAS 起 误会:‏ 
的 地 方 ， 以 上 记号 中 Q 可 不 写 。‏ 

对 于 无 界 区 域 0CR:， 当 uEC*C0)， 有 以 下 不 等 式 و لٹا‎ 


|а| =a, + * + aq, 


x 


| u*(x) 2 
|. TEILS | Vu Cx) (х, (1.1) 
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其 中 ER ЕЖЕ, de | 表示 向 量 的 Euclid 模 。 对 于 平面 区 域 
O = (1< |x] < co )C- R°, 
ЧЄ ССО), وو‎ FA SK PH, 


u*(x) , 
| «o [Vu œ) Га. (1.2) 


不 等 式 (1.1),(1.2) 对 于 我 们 讨论 无 界 区 域 上 的 各 种 边 值 问 题 是 
非常 有 用 的 。 

对 于 外 部 区 域 OCR, AAAA ELT |х| <o. X 
0 的 边界 3Q 是 ВА 25,3 Н.Е Lipschitz 条 件 . 以 3 
ju Q 的 闭 包 ， 以 C3(B) 记 上 无 穷 次 可 微 的 紧 支 集 函数 的 集 
合 。 对 于 یس‎ С), ТА 


lelie = 4 VORE аара) #8) < 


相应 地 引进 内 积 ， 然 后 按 此 范 数 完 备 化 ， 得 到 一 个 Hilbert 空间 ， 
记 作 H!" CQ). 可 以 证 曙 (参看 F513)， 忆 (CQ) 的 等 价 的 定义 


Hi 
ы, 
Hi'* (0O) = {НЄ Ну. (Q); Iul. < + co), 
uc H'*o», Dl ul مر‎ и FE 00 Eft. HUON + 
ê |Н] 
Ні СО) = {еН * وو | (و)‎ >* 0). 

Afr, XE 万 5*(O) 的 无 限 元 子 空间 ， 设 30 = مم‎ 关于 O 点 
RH, НГ. 上 每 一 点 与 0 点 联 线 都 整个 包含 在 Do VE. dE 
بل رر ون 1 8 *39— تو مار‎ TE ЈЕУ. لیر‎ КО Та Г, АУ 外 部 区 域 ， 
Уп یرہ‎ =F 0 EFO. Mese, … 记 各 三 角形 单元 。 对 于 任 — 
FRO’, iD Pm (OVA Y КАЖА m mum eum tea. 
定义 无 限 元 空间 

SOQ) -(uc H1:*(Q); ule, ЕР: (е;),1=1,3, *** } 
S KQ) -(u€ (0); ulao =0}, 
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مز رم اجس SCT) = {ulr‏ 


当 uES(CQ)， 象 第 一 章 一 样 ， 我 们 将 4 在 矿 ; 的 证 点 上 的 值 排 成 

一 个 列 向 量 y。i 记 y= Baru. il SCro) 中 每 -一 个 元 素 与 一 

^ yr SR" 对 应 。 我 们 将 y: 与 tr， 等 同 看 得 而 不 加 以 区 别 ， 
引 理 1.1 RUES), у, = NR 则 存在 与 4 无 关 的 7$ 32 

C， 使 


ES ریا‎ | Пас 1۷۱۰۰رک‎ Qu 
k=l кеб 


ВЯ 任 取 一 个 三 角形 单元 6;CQk， 由 图 2，、 它 有 一 边 指 
HOR, ARARA L. YA meas е; ја Је; IHR, PH 
三 角形 е, 的 最 短 高 的 长 度 ， 设 4 在 指向 0O 点 的 这 一 条 边 的 Ya 点 
上 的 值 为 yi^. 5 Ух’, ДИТ 


(í) _ i 
| Uk اعا > زوپ ے ا‎ MEER 


因此 


meas e 


; L| وا١‎ - vb <f | Vu | dx 
e 
J 


eas e 
«M Lu راف‎ - 122, 


HH, — 5L. N RRIF ej 在 O, 中 的 位 置 ， 与 
٢:7۰ HAR IME e; 求 和 ， 即 得 (1.3) 式 。| 
对 应 于 Laplace 算 子 ， 我 们 引进 S CO) ЕЖЕ ER 
a(u,v) 3 VusVvdx, (1.4) 
其 中 Vus Vv KRE Vu E Vo PAR. ARAT И BICI. У 
积分 区 域 ， RPI EIER ék PETZ A SCF а(и,и)о. 
考察 如 下 的 变 分 问题 fEHC/CSQUO, ЖиЕ5(0), 使 
и} ao = 了 并 且 
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a(u,v) = 0, Vre S,(Q), (1.5) 
5181.2 问题 (1.5) 有 唯一 解 。 
FEAF Е uo € S(O), 使 ol 3o 7 f, 并 县 
ug] p, =0, k=] 2, ..., 
4 и’ =и-и, ИН. 5, Жи CSCO), f 
au 1) = —а(щ,и), үЄ8,(0), (1.6) 
在 SoC2) 上 有 不 等 式 (1.2)， 因 此 
ar) 2 , Vv€SqQ). 
H Lax — Milgram 定理 82), (1.60 f Е — fg. PN UE CL. 5) E :— 
Ж. | 
对 于 三 维 外 部 区 域 20CR3， 我 们 总 可 以 认为 0EQ， 空 间 
НО) БЕ X 
= 2 и? (x) d 1⁄2 
lu. = (| (со OJ), 


|x]? 


еН. ан] 71 رلک‎ H ED, SO, S COB У 部 
与 二 维 铺 形 类 似 。 
51381,5 Bucs), у, = Вн, 则 存在 与 4 无 闫 的 常数 


GE cnet | Ves cer put, 
etl ° k = 0 
它 的 证 明 与 引 理 1.1 fo ЕНД 2, Mik. 

$2 FF 5 KE 4 


ЧЕХ "rh, JEfIBIIE Laplace 方程 ， 首 先 考 虑 平 面 问 题 。 
象 第 一 证 一 样 ， 我 们 以 


Ко ~ АТ 
\-A K 


05 


记 Oy ЕЮ. 7۶ط ئک رز لگا‎ ВА al +, • Ja ЖЖ, ٢ 
ЕЕ EB. 
引 理 2.1 Ko.K 是 正定 矩阵 。 
证 明 ” 任 取 vaze0, ЖН (= 0， 则 对 应 的 插值 函数 4 不 是 常 
数 ， 所 以 
W = 5 Vu’ 9х ,0۰ت‎ 


E-E 


=l сито yt Ko ٣۳ 
W 9 (Jo Ja) w KS у, 9 Je Ков» 


IK 20, ۷ ,0جو‎ 

:其 Ko。 是 正定 矩阵 。 关 于 KV 的 证 明 是 类 似 的 。|1 

由 引 理 1.2， 任 给 JER", PMO. DA E ~~ fu, BE Bou 
= Yos IB Yk = Вки, Шу 由 vo ЕЯ, ЖИ, № Я yo 一 
如 是 线性 的 。 因 此 有 实 和 矩阵 XX № 

у = Худ, 

А шх) = и( кх), Ш ос 5(0), Bye = ype WREDE., 
TE 


归纳 得 


У ریہ‎ = XUL. 


Ук = X",  К=|,2, +. (2.1) 
在 本 节 中 ， 我 们 要 讨论 Laplace 方程 的 复 函 数 解 。 这 上 时， 前 
面 的 讨论 可 以 不 变 ， 只 要 把 у, Ук, RÊ A Su ER ЕЕ 
量 就 可 以 了 。 需 更 注意 的 是 ， 如 前 所 证 ， 续 移 竺 阵 X AREN. 
51382,2 如 果 ^ راز‎ PB BE X ЛЕН, 11۸| سے‎ 1, HI 
А= 1, 
МЕНЯ БЫТ ۸ زط 1۴ کر‎ 709. < u = 9, 作为 问题 
L.M, j yo. ہہ‎ МИН (2.1), 
y = XEg= ^g. 


:因此 
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lye- l= D JAk - AF g12 
k=1 


k=1 


= ۶+ 0 


Rel 

出 引 理 1.1， 右 端的 级 数 是 收敛 的 。 又 1g| 兰 0， 所 以 有 4=1。 | 

51382,3 ”转移 矩阵 X 对 应 于 特征 值 4= 1 的 初等 因子 是 -- 次 
iy. 

WEBB ЛА, НЕ 9.9o. fE 

(X — 19, = 0, (X — 1)9= go0, 
其 中 了 为 单位 阵 ， 组 有 
Х9=9 +9. 


归纳 
КЫ | X*g-kgs +9. 


ЕЈ Yo = g 作为 问题 人 (1.5 的 边 值 ， 得 到 Yis Ys., Ji. , °°°, 则 由 


A Ук = kg +9 
Уу yk >, | 90| = +оо, 
k=1 кар 


由 引 理 1.1， 与 6E HU*(Q)J3 S, | 
9132.4 转移 扼 阵 和 有 一 个 特征 值 41=1， 对 应 的 特征 向 量 


HI. 
yi 
Jı 一 (l,l, °°° „ЮТ. 


证 明 ہی = الا‎ ARR OU. DHÉ, АЕ uml. m 
Вч = Vx, ui JF: = 91 Ні (2.1) 


Xg-729. | 
引 理 2.5 ںام‎ НЕЕ У, XE Yoy- (К co), Ж 
У» = а, 


а Хр. 
JERR 由 引 理 2.2 Бај 2.3, косо, XF H 8 Bš fr 
ЖЕ. LÀ ys 记 ХК 的 极限 ， 写 成 分 量 形式 是 
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(U سی‎ УТТ, 
我 们 只 要 证 明 у = у?) = = ДИТ. ЖД, 8 


о E i 个 节点 与 第 i+1 个 节点， 


在 Q, 中 ， 必 有 一 个 单元 ef 以 这 两 个 节点 联 线 为 一 边 ， 设 边 长 
AL, WE 


meas e 
f, ٠٢۷٣۶۵ہے‎ "955 |g yia PIP, 
j 


:由 相似 性 meas e,/L? 与 天 无 关 。 对 于 天 求 和 ， 得 


[ гушрах> me Ely и. 


24 коо FF, ARRERA — y4 * P20 RR. МИ 


| I Vu dx = co, 


导致 予 盾 。 | 


5۱192.60 ”转移 矩阵 XX 的 特征 值 中 只 有 一 个 14=1， 其 余 特 征 
值 的 绝对 值 均 小 于 1， 
WEB] PARAR. H 51382.2,5|28 2.3, 引 理 2,4， 必 定 还 有 一 


个 特征 向 量 9 ， 对 应 了 特征 值 1= 1。 由 引 理 2.5， 


X*g' —ag,(k—co), 


得 是 X*g =g, МИ; 9’ =ag,, 159,9 的 线性 无 关 性 矛盾 。 | 


对 于 三 维 问 题 ， 同 样 可 以 证 明 Ко 与 Ко 是 对 称 ЈЕ E НУ. А 


可 以 证 明 


引 理 2.7 НЕХ ЕЛЕ 4 均 满足 |4| > 2-۰, 
WEBB о 为 对 应 于 4 的 特征 向 量 。 以 vo = 9 为 问题 (1 .5) 


榴 边 值 ( 三 维 情形 )， 得 到 Ут, see „Ук о ***, 则 | у, = Ak g, 因此 


У. :| = ее AET 112191", 


k*w1 
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— .— د ا 


由 引 理 1.3， 以 上 级 数 收 伍 ， 当 4 尖 1 BF, [А 1281, HH AI < 
i77. M ے۸‎ FF. a= Y, = s= у = se = šj, xx tf 


| 4^ (X) 
جو وت‎ 
|. іх}? سے >٭‎ 


co， 不 合 要 求 。 因 此 4 = 1 不 是 特征 值 ，|‏ = سا[ 
з 无 限 元 空间 与 转移 矩阵 的 进一步 讨论‏ 


首先 讨论 二 维 问 题 。 设 ریہ ہوم وم‎ ESD „ФЕ یا‎ r. 


ПУ EET 1 ， 在 菜 余 节 点 上 部 等 于 零 ， 它们 可 以 称 为 
“型 函数 ”。 我 们 记 о, 的 有 限 线 性 组 合 
P = 0,01 وو‎ + t FOP; 
KJ p ig Si 29 DD., Ш S CQ )C S (2). SCO rh — ТЖ 
V 85x. 

定理 5.1 SDE So(C2) 中 稠密 。 

证 明 19065,09), НА رف * !ات (لکاری‎ FE Е 
TEM =>0, FE u ECD, Шри-и | مدکی‎ 2 IE йд Tio 
Si. Жи Е 5,40), [E 

Alu, V) -a(u, ,U), УЕ SEHD, (3.1) 
其 中 aC。,，) 由 (4.4) 确定 。 类 似 于 引 理 1.2, 可 以 证 明 问 题 (3.1) 
-唯一 解 。 由 二 次 泛 洱 的 正定 性 得 


lau, us) — аби, Из) 一 min PL M a(u, U) |. 
2 у veso ۵2 


سے 


MET? 


Lan, uj) ани 3 ACU, u) = 0h, De 


D مت ہس و‎ DIET E ifto A SR HOD 
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ACU — لا‎ y шщ) <аби-- и, и-и)ь 


于 是 


аи. — U Us ~ цу) «6, 
H A SEX (1.2) 
lus = یں لال‎ 52. 
НЕ u ECO), MATEKA Y ko, EEKE 上 и, =0. 
H 1.4), (8.1), u, 满足 
а(из,0) = 0, УЕ 5,6650), 

Ж бо, ЗАПРЕТ یٹ تق‎ Q EXE HA 
$ „52.5, 24[х|->ооНф, и, 趋 于 一 个 常数 &4， 因 此 чох 


TERRA. 
对 于 上 =1,2,…， 我 们 作 截 断 国 数 u, € So(2)， 使 它 满足 
us, хе EA, 
us = | 0, x€ +10, 


4 у, = Baus, 8 1.1 

Java «ваа رر‎ ука. 

9 a C 
ВИ ہرود‎ Е 5.000 997. ER vE S (95, 由 Schwarz 不 等 式 
得 


9 | 


* і k + 1 r H 
| 4 + 1 J £ 12 i 


2 | 1/2 
<( مس‎ (| ven wa) ras) 
9 Viel 


k+l 


Г n 
+ | aa Vuds, 


因为 usu, 都 是 有 界 函 数 , 所 以 | [VQ c инк) de РЕ 


2k 
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ЗОН Я. NAH о, шее S(O, НДЧ f, 
NELLE | ۸ح‎ 
因此 当 6ڑ‎ co 时 ， 
KZ «VG — u$) dx-0, 


Вр وہ‎ „ ЗИРЕ чо. FH Mazur EH, FERRERA 
Us = Суи] T و ,ولاو‎ 十 *e + C Ч2.; А 
[из - usli <e. Ре - |675. fH Жи € S CQ), 由 此 
立即 得 到 稠密 性 。 | 
下 面 继 续 讨 论 Laplace 方程 。 我 们 给 出 无 限 元 方 法 的 另 一 种 
提 法 : Rues), 使 ulao=f， 并 且 
а(ц,®;)=0, 1=1,2, ***. (3.2) 
定理 3.2 提 法 (3.2) 与 (1.5) 是 等 价 的 。 
证 明 ”我 们 只 要 证 明 由 (3.2) 可 以 导出 (1.5) 就 够 了 。 设 4 为 
«3.2089 9g, MI u WE 
а(и,и)=0, ҸоЄ&,(0), 
出 定理 3.1 即 得 (1.5)。 | 
将 (3.2) 用 和 气 阵 形式 表示 ， 我 们 就 得 到 了 在 第 一 章 S 1 中 的 方 
程 组 


Kolo = AT yi = fos (3.3) 
— Ayo + KY, ¬ АТу, = 0, (3.3901 
— AJy-1* Ку, — АТукъ = 0, (3.3), 


UV TII PE 满足 的 方程 
АТХ? -КХ+А=0. (3.4) 
需要 注意 的 是 ， 方 程 C3.4) 的 解 是 不 唯 -- 的 。 
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定理 3.3 确定 转移 矩阵 尺 的 充分 必要 条 件 是 

“(a) ХИ ЛЕ (3.4); 

(b) X 有 一 个 特征 值 1= 1， 初 等 因子 为 一 次 ， 特征 向 量 为 
913 

(с) XX 的 其 余 特 征 值 的 绝对 值 均 小 于 1. 

证 明 由 引 理 2.2 至 引 理 2.6， 以 及 (3.4)， 必 要 性 是 明 最 . 
的 。 现 在 证 明 其 充分 性 。 设 怎 REX д (а), О), (0). FE Hu g € 


R^, A 
y, = Xk g, К =0,1, °, 

РЕГИНА G. 3)1, (3.3)... НИНЕ u, H FE 38 3.2, 我 
们 只 要 证 明 xES(C2)，24 就 是 问题 4.5) 的 解 ， 从 而 X 即 为 所 

ЕН СЬ), (0), 34 Коо, X'y 的 极限 存在 , 设 它 是 ys, 因为 

Ху. = X lim X*y, = lim xX* * "yo = ys, 

REN у. = ad. & Ур = y. - v<, الا‎ ух BO LER ЯЙ ч" =u - a, 
我 们 只 要 证 明 u € 9۰. 

将 X 用 Jordan 标准 形 表 示 为 

X -TJT^!, | (3.5) 


р) 


Jı 由 绝对 值 小 于 1 的 特征 值 的 Jordan 块 组 成 。 由 Ук 的 定义 ， 


其 中 


XJk-17 XGxk-1— Ye) = Ук - Ve = Yke (3.6) 

4 

Zk =T y, 
WE (3.5), (3.6), 

Zk = JZk-15 К =1,2, ***. 
归纳 得 
Zk = JE Zos 

Яр 


62 


1 
а J* 7 (3.7) 


iN راز‎ Коо, ,0ح اس‎ BREL zx->0。 由 (3.7) 式 ， 20 的 第 一 个 
DELIE. TRU zx 的 极限 不 等 于 零 。 于 是 


DAI ПОЕ کا‎ IN GS. ВЕ رم‎ = p (J و‎ НЕ J, 的 谱 半 (5. p 是 
J 中 谐 学 径 等 于 р, 的 子 块 的 最 大 阶 ， 则 有 3 

15] بوریو دس‎ !p,-P*!, (3.3) 
AB kmp-1, c(p) ИХ BUT pfi. CIO 为 组 合 数 。 我 们 


= 


_ < : - 1 e pal 
2; lz,|2< X ПИР MS eoc pgp], 


t = 2-1 k-D-1 к= р- 1 
Dol, ИРЖИ. Вр 
2; = Dra PITS izgl? 


қ = زا‎ K = Ü Kk =0 
Шла ВЈ. 由 引 理 1.1 
| | Vu! |*dx« + co, 
g 
此 外 容易 看 出 


(и? (ху)? 

| ر“ 
[g + e |‏ 

对 于 Laplace 777 ر1غ‎ fa sa aji, Zn Sb EO ZR py E. 8 =0, 


如 8 1 至 33 的 结论 都 仍 适 用 。 AFT AE zz j| A АСО) АМ 
Hi (Qy, Mb 
Hr CQ) —(ucH!qQ) u 7 =0}. 
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而 无 限 元 空间 为 
SCD ={u EHD; ul, EPC), і=1,9, +}, 
$,(Q) ={u ESO; ulr =0}. 

ВЕНЕ BF, جا کڈ لال‎ S لور‎ a. П Fhe E 
面 弹性 力学 ВНЕ. 因为 过 论 的 方法 类 似 ， 对 于 
Laplace 方程 我 们 就 不 仔细 介绍 了 。 这 里 有 一 上 后 是 值得 注意 的 , 即 
定理 3.1 以 及 角 点 问题 的 相应 的 由 理 完 全 不 涉及 所 讨论 的 方程 ， 
Ee на НА. 

对 村 三 维 Laplace 方程 外 问题 ， 我 们 有 

定理 3.4 确定 转移 矩阵 X 的 充分 必要 条 件 是 

(а) X 满足 方程 

+A=0;‏ یش و 
(b) 义 的 特征 值 的 绝对 值 均 小 于 #3。‏ 


$4 ”平面 弹性 问题 的 转移 矩阵 
对 于 平面 弹性 问题 ， 记 位 移 向 量 为 4 = uu EK = (01,15), 


4 
au; | aurea [ 7 a iini 
a(u,v) -| (л + 202 x, Стя Ax +{ (A + 20) х, 2x, 
+ u + ہس‎ + 222 jas. (4.1) 
9X; ۹۷ے‎ 9х. эх 


有 时 ， 为 了 说 明 秘 分 (4.1) 的 区 域 ， 我 们 将 以 上 双 线 性 & 国 记 为 
aa)o。 按 照 问 题 的 不 同 ， 无 限 元 空间 SCO So OD fu E SC b 
不 同 ， 我 们 举 两 个 例子 ， 
(а) 外 问题 : 
SC(Q) = (ЧЄ Н" (Q5 uje, € CQ ور‎ 121,8, n], 
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5,00) = (uc S(Q); u| 39 = 0}, 
SC(30)={u| оз UE S(0)}. 
(b) ДЕН. 


例如 在 角 点 O 的 一 侧 Г* 给 冉 定 边界 条 件 ， 另 一 侧 六 给 自由 
边界 条 件 ( 图 21)， 则 


图 21 


SCQ) = {ЧЄ CH' COD; ul, ECPi(e1))’, 


{= 1,2, и | p* = 0), 
5.0) = (u€ S(Q) ul», =0}, 


© СГ? = (ulr,s иЄ 5‹(0)). 


无 限 元 问题 的 提 法 为 ， 任 取 ЕКГ) Ж ие SCO), راہ تق‎ 

=f, ЭЕ. 
aQu,v) =0, YVES). (4.2) 

1582, 3 3 中 的 各 命题 平行 ， 我 们 有 下 面 的 引 理 与 定理 。 有 
些 命 是 的 证 明 与 前 面 古 一 样 的 ， 此 处 从 上 略 。 
引 理 4.1 Ло, Ко ЕДЕ. 
WEBB 取 yo 卫 0， 办 =0， 则 对 应 的 插值 函数 不 是 刚体 运动 。 
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因此 
‚_ 1 
W = 9 60510 0. 


H مال‎ RN aT КЕ. XF К, 的 证 明 是 一 样 的 。1 

5]1384.2 ЖЛЕ X fF Fe RE E, НА HI 
A=]. 

2384.3 转移 矩阵 X 对 应 于 特征 值 4=1 К 
fy. 

引 理 4.4 ЛЛУ Е, ДУРА uno, Ито 
是 任意 党 向量， 则 转移 矩阵 XX 有 两 个 特征 值 4=1， 对 应 的 特征 
Га] S£ д 

91 = (1,0,1,0,-**,1,0)Т 与 9g$-(0,1,0,1,**,0, D 15 
Ф پر‎ VE3E Uu, = c созӣ, u, = с sin), Frp c HER dá $ 0 29 
БЕ, MÆ 01.92 的 线性 组 合 中 ， "E 有 c(gicosü + 938110) Æ 
对 应 于 特征 值 4=1 的 特征 向 量 ， 若 允许 平移 是 4u=:0， 则 在 9, 
g: 的 线性 组 合 中 ， 没 有 对 应 于 414=1 的 特征 问 量 ， 

证 明 91,96 的 任 一 线性 组 合 都 对 应 了 平移 。 TARGETS ا‎ 
满足 边界 条 件 。 所 以 只 有 上 述 91,9s 的 线性 组 合 是 对 应 于 特征 值 
А =1 的 特征 向 量 。 | 

5114.5 对 于 任意 的 复 向 量 У, XEY >Y- (k>), 其 中 

у= 00, + رو9 ]م‎ 
а, В 为 常数 ， 

引 1 理 4.6 ЕН X تپ‎ 1 ， 则 它 对 应 的 特 
{E RSE 0i. دہ‎ 的 线性 组 

定理 4.1 ЕВ tint X 的 充分 必要 条 件 是 

(a) X 满足 方程 
ATX- КХ+А=0; 
(b) ЛИСЬ =e, ¢ EERE RR, WX A 两 个 特 
ЧЕН A21, АИ, 969. 是 特征 疝 监 ， 若 允许 平移 
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是 = 00080, и, = csing， 其 中 。 رہ رھ رہ می‎ Wl 
X 有 一 个 特征 信 4 = 1, 9,0050 + gasin 是 特征 向 量 ， 若 允许 平移 
是 u=0， 则 X 没 有 等 于 1 的 特征 值 ， 

C) X 的 其 你 特征 值 的 绝对 值 均 小 于 1 , 


$5 HERRER 


在 本 池 中 ， 我 们 统一 地 处 理 本 一 1 一 3 4 中 讨论 过 的 各 种 边 
{E Гар. рх 总 可 以 表 成 


i 
X=T T^, 
7 


Ж 7 ХЕ ота ТДА ВЕ, "Ем ГНОЙ, Л 由 绝对 
值 小 于 1 的 特征 值 的 Jordan 块 组 成 . 
5]ij$5.] 对 应 于 特征 值 = 1 的 转移 和 矩阵 X 的 特征 向量 必 
EASA Ko УЗЛЕ] SE. 
证 组 ” 没 g 起 这 样 一 个 特征 向量 ， 因 为 它 对 应 了 篆 数 解 ， 所 
以 在 O, 上 


_ Af , 
и, = 1 (g ا ول‎ Ко А | 9 = 0 
2 -A Ko ۸9 


Ку — AT fg\. 5 
m ранна, po^ равне, 


-— 


-A K; 
un 

Ko — AT 9 

| =0. (5.1) 

— А б. g 

从 第 一 行 得 到 
(Ko — А!)9 = 0. 

以 9= Хо 代入 得 


Keg = (Ko AT X298 =0. | 
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8135.2 FUES, Y= Bou, u 满足 方程 
a(u,v) = Û, VUE S (OQ), 
ВЈ تہ‎ SCO), z = Bow, Jil 
a(u,w) =2К. 4, 
证 明 Ff ш=ш +w w ESCO), mlr, =0, k=1,2, 
يہ‎ 056 5:00), HI 


аси, и.) = Ü, 
于 是 


Ко — А? 
аи, ш) = a(ti,10,) = (21,0) ) Jo 
-A Ку XY, 


yo. |‏ بی 
定理 5.1 K. 是 对 称 半 正 定 扼 阵 。‏ 
证 明 ”在 3| 理 5.2 中 ， 取 纪 也 满足‏ 
a(w,v) = 0, ۷ ۱ ۴ OD.‏ 
则 由 ae(。,，) 的 对 称 性 ，‏ 
ZiK.Jo-2a(u,w)-a(Qw,u) = К, Ze,‏ 
由 у, = КЕ, K, КАЈ. Xale, ° EE FE FF, М‏ 
2 
УК. уу = aCu,u) 220.‏ 


由 ما‎ 的 任意 性 ，K: ОРША EDS, | 


6 通 解 的 结构 


在 第 一 章 中 ， 我 们 曾 给 出 转移 年 阵 的 表达 式 (1.13)， 其 中 
假定 了 所 有 初等 因子 部 是 一 次 的 。 在 本 节 我 们 给 出 在 一 般 情形 下 
转移 和 矩阵 的 表达 式 ，。 我 们 的 方法 足 从 通 解 的 结构 人 下。 这 个 方法 
对 于 前 面 各 六 中 的 各 种 边 值 问题 玫 直 适用 的。 为 确定 起 网 ， 以 
Laplace JF FERI PIA AF. 

KE E £$ U ت77‎ EUROS لع‎ ATO EBI SB, To 关于 ORE 
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ЕЯ. 21, ۳۳71080578 AN 第 一 章 8 1。 设 相应 的 转 
移 矩 阵 为 人 XX。 我 们 还 可 以 以 1, 站 ?,… ,+t ,为 相似 参数, 作 无 
限 密集 于 0 点 的 相似 剖 分 ， 设 相应 的 转移 矩阵 为 
以 表示 re ПК, EM P بہ ملاظ‎ B2 ETE لد کا‎ QNI" ےو‎ VE 
ЕС” ط‎ y € С" 为 已 知 , 则 在 此 区 域 上 的 有 限 元 问题 有 唯一 解 ， 
EWED 
— Ау, + Кур ¬ A Yke =0» k2]1,2,-,N-1, 
(6.1) 
K —A Um AT 0 Ук+1 
(, و‎ )=( I X 7 ). 
设 yo 与 yw 为 任意 ， 则 解 空间 是 2n 维 的 。 
H SEMELE ۵۵۸(١ ， 存 在 满 秩 和 矩阵 TT! 与 T。，， 使 
6 - 4۸ 
1 0 
КН AL ЛАВУ D BOSE EBE. 4 可 以 写成 
A, = diag(J,, Jo, Ja), 
Juri h. Л, Jay BEDS PET FEE E A <1, 1А 151 1А < 
fü JordanBe£H p. PT <, A, 中 的 TY-H PEBE OER E т 
ffjJordanBe. A,r RIM Е E S y E. РР A= co, A 中 
H f EEE ذف‎ fy B, ПЛ BUS Fr РАНЕ AE Jordan $£ App 
Ü 1 


)enars (^ enr. — 6» 
— 112111 25 0 П 71214122 25 ` 


ВЕ FEAH EE A SEES. 
2145.1 方程 组 
(К- А - Ах =0 (6.3) 
ul ух = ag o 9, = C1,1, DT AATE RDL 


证 明 由 (5.1) 式 
— АТ 
(o 0) =. 


(К- А ~ АТ)9; = 0, 
因此 2 是 解 。 另 一 方面 ， 设 x* 是 (6.3) 的 解 ， 则 易 验 证 


К. — АТ x 
aT ah و‎ )( (0۰ 
— А Ko x 


令 yo= у= х, ЕРА u, аси, ч) о = 0. 我 们 得 usa, BH 
x*=ag。 | 
3186.2 方程 组 
(K -A-A')x= CAT - A)g (8.4) 


两 行 相 加 得 


Н. 
证明 因为 
giCAT ~ А) 9, = 0, 
Fr ای۸٢٢‎ 9136.1, У (6.406. | 
我 们 记 
P(A) =det(À[ ¬ X), 
(* (4) 
— ÀI , 


f(A) = det 


WA 

引 理 6.3 /f(A)-A"6CAY£C1/2)0det(AT X - К». 

证 明 ”由 行列 式 的 性 质 以 及 方程 (3.4)， 

(4 AK 7 44D 7 AY 
0 


f (A) = det 


= det(A AT — AK + A) 

-det((A*AT ¬ AK) ¬ (ATX? - KX)) 
=de (ATQ? - X) - K QI — XD» 

= det((AAT + ATX - K)(41 ХӘ) 
-9()0det(AA* + AT X - KD. 


70 


Наа 015.1, ATX КУРКЕ, Ff HEBE VE TER (S 
JCA) = €(23de1(4A + AT X — K). 
AAO, 77 ٹ7‎ )3 4). 
ЎСА) = ФОА) detCAQCX — AT X?) + ATX — К) 
= %(A det ((ATX - KO — АХ)? 
= A"9(1)9€1/A)detCA? X — K). 
上 式 两 端 均 为 4 的 多 项 式 ， 因 此 在 4= 0 时 也 成 立 ， | 


出 引 理 6.3 以 及 定理 3.3， 太 ,7 者 是 4- ПН. РЕАЛЕ 


阶 第 省 。 下 向 我 们 进一步 判明 ] ,的 结构 。 
836.4 )یر‎ ‚) 
. ° - 1 . 


K-A! -А و‎ 
مک‎ Leyes 
因此 4=1 ЕЕ. ds BR6.2, 


K-A -A АТ 0 
C SKa UC 


НХ. ORE. Bd e WS T ¿= 1 و6‎ g] а 


的 。 | 


从 jordan 标准 形 (6.2)? 可 以 得 到 方程 组 (6.1) 的 通 解 。 以 a， 


E2, رد‎ LC Th gs ЕЈ, 1۵ 


定理 6.1 УС. ОЛ РЕНА. 


(а) 对 于 := 1, n+1, 


У Уз Yy 
( (>7 JET Aes. ( тел 
Vo У! Ум- 1 


(b) A pren-c-2.:55,2n, 


(6.5) 


Ул Yy- y 一 т 一 
( i )رت 1۔(۔‎ ` 0000" ')= T, YA" ‘Е; 


Ум-1 Ум-2 


(6.6) 


(1 


МЕНЯ ind. 4 


( Ypa 
^ (= Ta ! A78, . ( " e Ta Aes (6.7) 
Ga. 1 Jk 


H (6.25 , 
K -А Ук ) 
= Т k 
y 0 116,» 


АТ "yer 
= T ۸۸,۸١ 
VEM MOLLIT 


US AST T: FIBER SEE. В 


AAE; = A*e,, 


~ А لا‎ к-т 
G ال‎ (= 4 Up ). 
H № Ву, = i> Jf Н С6.52 KA ТУ. D É) — H ۰ 
мат + 2 了 时， 证 明 是 类 似 的 ， 
T 的 各 列 是 线性 无 关 的 ， 因 此 (a) 给 出 了 7+1 个 线性 无 


xit. fas (o eges 前面" + REAR. BR, 


因此 


给 出 了 ?~ 1 个 线性 性 无 闫 的 解 ， 向 量 ( “” ) 均 是 Ts 的 后 面 n- 1 


列 的 线性 组 合 。 我 们 证 明 (a) 中 的 解 与 jcby 中 的 解 是 线 性 无 关 的 。 
设 Ca) 中 的 解 的 线性 组 合作 成 集合 上 5。 ,与 C4) 对 应 的 是 集合 EE。， 则 
它们 分 别 是 n+ 14E п ! 维 的 。 设 有 非 零 元 ЕО, tt € 
Ea (Yo Yit YK) € وو ط‎ ЇЙ 


CAU + CoU = Ü, К =0, ***, №, 
ikk =0, 145 


但 是 ( JET. іт + 1 列 的 线性 级 合 ， m Baier. کال‎ 


Jo n 


TI 后面 2- 工 列 的 线性 组 合 ， 因 此 只 能 有 cl =0. Н ca; = 0 {8 с, 
=0， 所 以 Bo 中 的 非 零 元 素 与 Bo 中 的 非 零 元 素 是 线性 无 关 的 。 总 
之 ， 我 们 已 经 找到 了 方程 组 (6.1) 的 22 个 线性 无 关 的 解 。 | 

由 引 理 2.4, 引 理 2.5， 人 和 任 取 WEC7 ,可 以 作 分 解 وس‎ = Vo +491, 
Е X*y,--0c-—o05). у تیر کم خلا‎ n - 1 维 子 空间 ， 我 们 把 
ИЕ. НЕ, НЕХ SIC" fan — 1# FAIRE. 

定理 6.2 在 定理 6.1 所 列 出 的 各 解 中 ， 妆 :=1,*…,n 一 1 时 ， 
У =X и, VEE; t=n+2, оп, у, = XN ty p € Ëy 24 
می‎ + IH, DAS 

J =9,(К=0, "°, N), у, ЕХ+К9(К=О, ***, №), 

x 是 方程 组 (6. НЙ. 

EE KSB موس رے‎ -1 的 情形 。 按 照 (6.5) X 的 方式 可 
以 继续 定义 v (к ND. 注意 到 相应 的 特征 值 4 均 UE [А T1. 
由 定理 3.3 的 证 归 ， 我 们 确实 得 到 了 无 限 元 解 VY ttt Ук» ہہ‎ 
Ву = Ху. RIX tyo —0(k—Ə- co), ٣ لا ۸نا‎ € E. 

xppi2ne2,-,2nByfü ERER. XT 1= n,n+1 
的 情形 ， 由 引 理 6.4， 结 论 是 明显 的 。 | 

推论 ” 设 yoE £, ЗЕНу = X*yo， 则 yi 是 《6.5) 中 各 解 当 := 
1, = Hj [i9 E PE AH P. 

证 明 “只 要 注意 到 二 者 的 维 数 都 是 mn- 1 即 可 。 | 

在 作 了 以 上 准备 以 后 ， 我 们 可 以 写 出 转移 和 矩阵 X 的 表达 式 。 
ЖЕНЕ. Zr 


i ‘Ти Г, 
其 中 Ti 与 Ty 是 nnX (n — ПН, Tio ST En x (n + LIERE., {Er 


ТЕ 
V = (人 9091)， U = (Ти, 91). 


{E Yo € C" TE E 
Уч = Ja +49, Уо € Es (6.8) 
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则 由 定理 6.2 的 推论 ， 存 在 zeEC:"， 它 的 后 面 ++1 个 分 EXT 
x. di 


TEE sc. Bl‏ 7-1-4 رت زاق f‏ سم انت 
Уо = TaWe‏ ٠ر‏ و Ху‏ 


,)6.8( جع 
д; =Тий FAI,‏ پڑت + Ху = TW‏ 
Jo = Ги +ач,.‏ 
令‏ 
)。(=5 
) )= 
则 有‏ 


XY EVČ. ۸ء رز‎ 
[B ky L fE ЖИ, MAUER OBERE. РЕ 
Ху, = VU Yas 
خ‎ ہ٠‎ fE BEE: BII JES S AGE X P OSA 
X = Vu, 

从 研究 通 解 和 人 和 卑 来 得 到 组 合 刚度 矩阵 的 方法 是 Thatcher £l sr 
№. "eff tigre. ХРЕН Bk AREY FARE HF 形 得 到 了 通 
解 ， 其 工作 晤 是 解 -一 个 mn 阶 抢 阵 的 特征 值 问题 ， 当 然 ， 现 在 我 们 
知道 对 于 这 种 情形 用 Fourier 方 法 要 简便 得 多 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 
用 转移 抢 阵 作为 工具 ， 得 到 了 一 般 情 形 下 的 通 解 ， 当 然 也 是 他 的 
工作 的 一 个 发 展 。 


$7 分 块 循环 的 刚度 矩阵 


以 后 ， 我 们 以 SC27 7? 记 某 一 区 域 @- 上 的 有 限 元 空间 ， 即 
S(O) = {че H'O); ul, € P.Ce ),e , C-O }. 
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Tp. КЕ ЛО. 0). WEES, Г. 上 的 节点 
نی یت‎ es (r Ba, хи, vE S(Q,), 


n 


Bou = Yo, Ви=и, BQv-zu Ви=а. 


ju 
m Ку ~ А? Уо 
— (>T xl 
аи, в) о, A mu 
E RERE 
0 1 
B= ° 5 
0 
1 1 
并 且 令 


yo= Ву, 9, = Ви, = Вк, 2, = Bz, 
1 ERAM E 7 ЕЕ DR EE, DU ARE 406 Py E Dee ا‎ ۳7۳۳2۷۰ 
方程 Au= 0 在 此 变换 下 也 不 变 ， 因 此 刚度 矩阵 保 持 不 变 。 我 们 有 


、 К. 一 АТ jj 
a(u,v)g. = (21,20) | 4 А 
1 — А K^ jj, 


# Kolo = Z1 Kolos (7.19) 


(^ АРА رم‎ 
: ; با‎ (7.2) 
" ہہ‎ Kan 
并 且 为 了 方便 起 见 ， 记 Kio Skins Ko: =. 21, t 6229 C" 
Ne bala] t. Jaga =si2o=s 则 由 (7.1) C7. 20 FR 
k, =k, i, j, 1531158. 

Aj tK ААВ, FE АЈА, К. ПН. 

现在 我 们 转向 第 一 章 8 9 的 平面 弹性 问题 .这 时 间 样 有 (7.1)， 
75 


К. = 


(7.2), ЕЕК; 是 二 阶 子 矩阵 ， 和 矩阵 B 是 


0 I 
I 0 
二 阶 单位 阵 。 我 们 记 
УЖ ھ‎ 
y? 202) 
У = : ’ Z= : ? 
ym PI 


Жи), اس راع اج اریہ‎ 2 都 是 二 维 列 向 量 。 我 们 到 
р, 为 任意 ， 其 余 分 量 等 于 零 ， 则 由 (7.1), (7.228 
ТК, у =z Tki, 1- 1Y'$ 。 

НУ, 2 的 任意 性 得 kK; ,=k;-1, ;-;,. 因 此 Ko 是 块 循环 矩阵 . 同 理 
可 证 A, Ko dde Dea PR ABE. 

下 面 我 们 再 讨论 第 一 章 8 9 中 转移 和 矩阵 X Oa 1,2, , n) 
和 兰 征 值 与 特征 向 量 。 取 

У, 29, = (1,0,1,0, ***,1,0)Т, — К=0,1, ***, 
则 
2, = Ру, = (Мп .0. -*-,0)Т. 
НАХ, р 
ad "n vn 
eH. 

E] JL A XC OE — AREER. تر ور‎ T FERE C п 0(7, E, 
利用 向 量 9, = (0,1;,0,1,…,0,1)7 可 以 得 到 年 阵 X ?的 55 - - 特征 
值 1 与 特征 向 晤 (0, n T Д ХО =]. 

转移 矩阵 X 与 7 是 相似 的 ， 它 们 有 相同 的 特征 值 , 由 定理 4.1， 

RAATIRA =, 其 余 特 征 值 均 满 足 ۸ |< ا‎ . 3x [27 EL 
ВЕНА, НХ‘ Ра = 2, °, رواخ رس‎ FREE 2 
A [A |<1. 
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$8 第 一 类 迭代 法 


我 们 统一 地 讨论 在 本 个 $ 1— S 4 中 处 理 过 的 各 种 边 什 问题 。 

转移 矩阵 X 的 jordan 标准 形 为 
I 
X т( Jr 
其 中 /为 零 阶 或 一 阶 或 二 阶 单位 阵 ， 厂 由 绝对 值 小 于 1 的 特征 值 的 
Jordan 块 组 成 . AQ COO GEO CO,00 18 CO) GS CODO B T- Z2 [й], u 
€ QCO Gu € O (OQ, )) 8926 22 4E 28 PF AE 
` Bou= BU = e = BU = eve, 

并 且 Bozx 是 矩阵 X 对 应 于 特征 值 1= 100840-15 ۰ 

任 取 自 然 数 x*， 作 SC(Q) 的 子 空间 

D.(Q) = {LE S(Q);u |:kg € QC EQ), 

取 定 f ESCTo)， 设 u€ SCQ),u |r,= f, 满足 方程 


a(u,U) 0, ۷٢ (Q). (8.1) 
同时 ， ЕЯ, C р, СО), x Ir, 7 了 ,满足 


a(8,,8,)- min aW, V). 
ا رات‎ 


(8.2) 


VEDI 


间 题 (8.20 有 唯一 解 。 设 Ba = Jo, YI TEZE XF PR E E ЖЕ 
KV. E 
a(8,, Я) = YT KV ve. 
取 k = 21, НИНА 03.38) — (3.5), (3.7 F, 
定理 8 .1 对 于 二 维 问 题 ， Mk =р,р+ 1, it, A 
(a) K, «KV ПКУ 
(БУК К - KIC (ODGGTODICT 1057 ?] Ko— Kel 
Fk hx (CT) = ТИ “i ار‎ E BET KEM ,其余 符 号 与 (3.8) 相同 。 
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证 明 270,00) Ср, COTS, PTE (а) ES. 

以 下 证 明 (5). رع‎ Evo = viU eye, Hans BT 5622 3B 
EE X ین ا‎ T И | 过 1 的 不 变 子 空间 ，yo RF X 对 应 于 4=1 的 不 变 
т. © y = ХК, = ХУ, 
FH Br f EAE уч Eu Ди = un ни, HUPE. 
所 以 


аси, и) = аби), шо), 
ikv € S CO) iid 
О), xE nač 10, 


p = 
0 9 x€ kO, 
Mju + *ں‎ ۶۱ E D. (Q), EBR B (+u) = у. WIE 


aig, Ug) Aa + uv + ut?) =al, Ve 
E 
于 是 


ОТОК К,) уо =а(@,,й, > -а(и, и) 
Kaw, и) ~ аби), ий») 


=a, Vo, 一 au yu) ek- loe 


ЯН REGAN HABE GF 


( ) (ey Ко ^*7 
аби, U ”二 
бо -A KS 0 
= (HD Ко 
又 有 


аи yu) кто = (YY DTK z4 1s 
Е 
Oy (KE — Koo СТК - К.) ука (8.3) 
ھ7‎ 7 
iys | ECT UR l. 
由 (3.8) A» 


| i /1 А 
ш l= ( ути | 
Jî 
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<е (р) CD)? CT z FPF 7P |у, le 
fA (8.3) 43 


0<y CK E- 7 (ی‎ yo 
<< (ер) ین۶)7((:0×)‎ iot P Ko Kele Ivo Ë. 
f СЕ ТЕ (а), KU К.Е, М 
IKP -Kl ہریت‎ - К.) о 


< (e(p) (K (T)>>?2Gb-lo0t-Py2| K ~ Kul. | 
定理 8.2 ”对 于 三 维 问题 ， 当 kK =p,p +1, f, Æ 
(a) К.ЗК ЗК 
(b) IX — К, {< TI) CELIp Pye 
x ÌKo- Kele 
证 明 ”我 们 注意 到 ， 由 第 一 章 $5, 
aca FT, Ко AT ND, 
a(u,u)o, = ( 0 )(_, c X 0 ) 
аби), ut) керо = EF (yD TK Ye 
象 定理 8.1 一 样 可 以 证 明 结 论 。 | 
‚ ИЕ 
(a) УРОН, یق ورلا طق بت لو‎ ”)》, 其 中 0< Ip, |<, 
ВТАА ААН. 
(b) 对 于 三 维 问题 ， 收 敛 速 率 为 DO((wg 00? 7», H B| وو‎ 
2.7, 0> МЕ Pi «b ВАЖЕН. 
(e) 如 果 我 们 能 找到 空间 Di(Q)， (B D.COXC D: (Q) — 
SCA: ШГ Жи; € DiCO ull. = f, 满足 
аби u?) = min ٥)٢ 
d PE 


* 
veD, (9) 


fS SU uf WU ВЕЯНРЕК:, CWEK: SK SKP, ЕКШ 接近 


19 


于 Kz。 这 就 是 我 们 在 第 一 RIT $9 لم‎ 用 的 改进 格式 КИК 
据 。 


$9 ЕЖА 


在 本 节 中 ， 我 们 统一 地 讨论 Eaplace 方 程 的 各 种 边 值 问题 以 及 
平面 弹性 力学 方程 组 在 第 一 童 $ 9 表 2 中 显示 “+?” 号 的 各 种 边 值 
[n] 题 ， 

给 定 对 称 半 正定 短 阵 Kz? ， 取 KK 之 1， 作 SCQ) 中 的 二 次 这 旧 

a, (и, и) =асы, и) охеко + YIK’ Yy, 
Amy, = Bu. TEL EJES. ru, 为 如 下 问题 的 和 解 ， f 
域 Q\E*Q 上 它 是 崔 一 的 ， 
ак (Ugly) = mmn ax(v,V), (9.1) 
vesio 
vip =! 
ЕЕ XT PRA IE E ЕЕК, 满足 
ak Cu uy) = VL Ko go» 
其 中 yo = Bouge 
为 了 证 明 当 kb->co 时 ，K&:->Ks。， 我 们 考 虑 一 个 辅助 问题 。 


a(ñ Йоко = min a(u,U)gəs¿kgs (9.2) 
ФЕ siox в) 
vip ا‎ 
1) 


TE LEN FRE IE YE REK ОС, Sg 
a(üh. ñ .)o cko = VL KV Yos 
其 中 yo = Вой 。 
B|389.1 igu. t, УЕ. D 5 co DARE, Mr 

lin a(4,, Як) око = à(u,U)g, (9.3) 
ke 

Вр 
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同时 还 有 
} ML 
Кю к PK. (9.4) 
证 明 显然 
afl yU) ویا٤و‎ KC. ویو( یلاو‎ 


A skerast Хо 


Kalu, Uon rk gau, и) о, (9.5) 
Pif (9.42 KL. ME ЕА RAL. ЧАР, 
аб, бк) ото За ) یہو نم لا ءء فا‎ UR (9.6) 


H (9.5), (9.6241 


НЕК RAR. 同 时 lr, =f 是 已 知 的 ， 由 Fri- 
edrichs ДЕ Кога RERE hango 3 T. k — B&F 
HR. 

SCONÉ'QO ВЕН, ВЕ. BMA, } 
ЕТ سن ت‎ Я], BT L 取 对 角 线 子 序列 ， 设 极限 为 
д, E. УРРА MEL. MEE SCOT. ir, =, Ж 
H. 

a(#ñ ñ )o, гТо<аби, Ио. 
& I— со 得 


a(t (لا,‎ Lalu, Uge (9.7) 


3v کا کا چو‎ НЕ, ИИ Friedrichs KERR Korn 不 等 式 得 
EHC. ЗОЖЕНЫЖ, % 于 Laplace JE, HP FR 
(1.D,Q.2», TEH”), Hil TESCO, 对 于 平面 弹 狂 力学 方 
程 组 ， 设 边界 条 件 是 #4=0， 则 在 Q, 上， 由 下 orn NEA, 


| 1 varisccaci Do, 
8. 


由 相似 性 .常数 C 与 & №. КРАЖИ 


81 


|. ۱۷ l'dxxzCacti, Dg, 


FIH Friedrichs REN, BA EHU” (Q), Южо 是 极 小 值 点 ， 
所 以 由 (9,7) 得 
al, B) =а(и, и»... 
H ERUME—TE, ñ= u, 
Hik ВБ РАЗ ПОЕ — PE, АУЛЕТ а, ВИН] и, НП 


lim ٤ئ أ‎ Dong و‎ = аби, 4) یو‎ tos 
F =. 


H (9.5) ,(9.6) 得 (9.3)。 | 
定理 9.1 如 采 转 移 和 矩阵 XX 的 对 应 于 特征 值 44= 1 ЕЕ АВ 
дж K? 的 零 特征 向 量 ， 则 
lim KV' = Kz. (9.8) 


ES 
证 明 (ЕДЕ), D H. uk B, 分 8.2, (9.1), 
O. DME, КУ, К, RU AE 对 应 的 组 合 刚度 矩阵 ， 则 由 定理 
8.1, 定理 8.2 和 35| 理 9,1 得 
ES PES QUA 
JF B. 
lim К slim KU? = K; , (9.9) 
kc» ko» 
4 Ук = Bk Нк, Jil 
а, (Ugg Hk) = аи, ир) وڈیےوو‎ + Vi Ke Vk. 
H КЕ, 
ак (ик, Ик) zzaCuy Ukon akoak Ur) oe وا‎ 
X gag PROS ا‎ C, 
KV Bgl, =0. 
因此 E 
dy Cy , Ug) а, UB) = CCB, kD یں‎ Ко» 
综合 以 上 各 不 等 式 有 


lg, к) охеко арк (u, 5 uy) Sa , ко» 
ККИ К. 
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H (9 9) 即 得 (9.8) , | 
利用 定理 9.1, 我 们 考 罕 组 合 刚度 扎 阵 天 ,满足 的 方程 。 在 二 
维和 情形 ， 如 第 一 章 (3.10) K, 满足 


K.-K,- АТК, + КОЗА}, (9.10) 
JB ۱ 是 任 一 自然 数 。 在 三 维 情形 ， 由 第 一 章 S 5. K, 满足 
K-K,.- АТС? К. + КТА}. (9.11) 


ЗН KO 是 7n 阶 实 对 称 半 正定 矩阵 , ЕНЕНЕ X ñu why F Ek 
ПЕ. 4=1 的 特征 向 量 是 Kz АЈА МЕТАН, Па KEM. 我 
们 有 如 下 的 定理 ， 

定理 9.2 在 集合 M 中 ， 方 程 (9.10) 或 (9.11) 有 唯一 解 ， 

证 明 在 第 一 章 中 ， 我 们 已 经 证 明了 和 矩阵 K. 注 足 方 程 
(9.10) 或 (9.11)， 由 引 理 5.1 和 定理 5.1， 天 >EM. 现在 证 明 唯 一 
性 。 

设 KEM 是 (9.10) 的 解 。 在 方程 (9.1) 中 ， 取 上 =24，, 得 到 
КЕМ. KV? il o IX 


KV -K,;—ATOKV" +K A1. 
BEDA KV? У Ко’, КЛ (0. D # KV", itak i F 去， 得 
яК. B KO R. (9.10) 的 解 ， 所 以 

KW = Ки’ = ess = Kyk = s=, 


由 定理 0o.1，Ke)= K.. УБЕ (9.11) 证 明 是 相间 的 。 | 
定理 9.2 UEN TEZ XIE {URI BENLE 代 过 程 中 的 舍 人 误 


$10 REAS EE 


以 上 各 节 的 结果 可 以 推广 到 一 般 的 2m 阶 椭圆 型 方程 组 ， 设 
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N 


а(и,и) = 3 > | ذرور بے‎ ٣ ا‎ ۷:84۰ dx, (10.1) 
- ту 9 


i- 1=1 ۱٥,۱۱ 
AB x€R?,0789 R* 中 开 集 ， 

U= (и, и), V= (0,00), u, VECH”, 
0^,9" RRR а, 是 多 重 指标 ,ai yop 是 常数。 如 有 
必要 指出 集合 CQ， 我 们 记 以 上 双 线 性 泛 乓 为 4。， 

设 Q 是 角 点 O 的 一 个 邻 域 ， 如 图 22， 它 对 于 0 点 是 星 形 

— 的 ， 即 区 域内 每 一 点 与 0 点 
的 联 线 都 整个 地 位 于 Q IN. 
取 0< 二 1， 如 第 一 章 8 7 
定义 曲面 六, 六 rr 
Ге SO کے‎ НЫ ВЕ 
B0, 5 

Ок = Ek QNEKO , 

将 各 层 O, 内 НАНА RHEE 
一 个 “ 子 结构 ”我 们 要 求 各 
BARKA FF ЛАРИН. 

СН" COL0)) 的 有 限 维 子 空间 ，‏ با نتر 4308 E38‏ لیا 5 SCO, iti‏ لیا 
XA‏ ہیں ر- 说 uESCQx)， 则 它 在 Г, 5 Г, Нат‏ 
HEX FF", Yr, KY, а, Li Se OR ОГ) lu‏ 
dnx], FER‏ 


图 22 


50642, 2 ={ UCSC); 7 پر‎ TI = Ури = 0), 


iz fe- ESD ESTO. 我 们 考虑 如 下 的 边 值 问题 ， 求 
иЄ SCAR), qi 
Г аби) =0, УЕ $ (Ок), 
UG MULT Vu = f f 
我 们 假定 (10.2) НЕМ. 23 f... 与 fx 为 任意 时 ， 我 们 得 到 
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(10.2) 


iR (10.20 ہے -- رم‎ RE 空间 ， 它 是 SCQ%) 的 一 个 子 空间 ， 记 作 
Ух. 
由 剂 分 的 相似 性 ， 在 SSE, °°, SCT Dy 之 间 有 一 
~Ê REE, {EM 
f= СРО, рта S(T ,), 
其 中 FO, D, f" D SF BRR 0 КЖ mn- 1 КЖ. ЕВ 
变量 的 变换 х^, АНН EE, 
(FEEF a EMT OEF- ESC حم‎ 
我 们 将 这 个 同 构 记 作 Zk SEST, LST) 是 有 限 维 的 ， 
ЖЕ n, Wiff— ГЕ (ГВ — A n 维 询 向 量 y И 
系 ，SCro) 中 的 每 一 个 元 素 也 都 对 应 了 一 个 2 维 列 向 量 y。 设 
u€SCQ, , Wl 
SCOS k- D) STOR" 
的 对 应 关系 记 作 y= ہم‎ u, AIREA Buu. 
定义 无 限 元 空间 为 
SCA) = (u€ CH" (Q))"s uly, € 50%}, 
S (9) = {нЕ ۶ )( Ви=0}. 
以 后 我 们 永远 假定 CP, .. *(ری‎ CSCOD .考虑 如 下 的 无 限 元 
ju], tid YER", sk u€ SCOD, PE Bou = Yos Jt H. 
a(Qu,U)-0, YVES). (10.3) 
为 了 建立 平行 于 8 1530 $ 3 中 的 理论 ， 我 们 先 讨论 如 下 的 典 
ЖА: 考虑 方程 


A" u =0, 
与 它 对 应 的 双 线 性 泛 图 是 
i = a, д° ug^vdx, 
G(Uu,U) 21 | 


2 9^ 


д m + 5 А . 
Ж а. 是 4 SiR + se +) 的 系数 。 我 们 有 Friedrichs 
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a(cu,u)zC и], Vuc SQ), (10.4) 
其 中 CL0. МИХ BJ FH 0.3): — №. TF HR nc 
R”, ТЕА] (10.25 ۲ k=], 边界 条 件 为 Bou = Yg, Biu = Y1, Ve 
解 为 4 لڑے ؛ إاإلا‎ , ,۷ 是 一 个 2n 维 子 空间 , 它 的 元 素 与 (yo y) — 
一 对 应 。 我 们 可 以 有 表达 式 
А ， Ко — AT Yo 
— r 1 
аби, и) о, = (Ус, У!) ( LA K: )( V) 
设 24 为 问题 (10.3) 85588, ШЕНЕ Хх, f 
Ук = ХУк-1» k =1,2, ***. 


S Qi 是 次 数 为 的 复 系 数 齐 次 多 项 式 的 集合 。 

引 理 10.1 REBEX 有 特征 值 4=1 °," ۳ 
{IE 2: کر‎ HI 为 В, Qo; Во Qi ***, Во Qn- i. 其 它 特征 值 2 EJ ih AR PEE 
Ет РА" ЕЕ, XE MER ЕК. 

证 明 Л 为 特征 值 ， 2 DARRIE т, D) Du بے‎ j 
xo A 2& (E, 390.) ты. EKR OQ. Е, fEB um s He 
yağ tx, ulo, 对 应 了 一 个 定义 在 O, 上 的 图 数 w* € Yi, М o 
Ye， 


oo 


Ша = >] lhe, 


k-1 


= > A207 орка атое и | 0 (10.52 


Ка \ 
因为 ве сн" CA)", ТЕЛЕ ЕО. MH, KA [ч тью, 
= 0, Ве". FIR, u € (Pr OUO, 容易 
f, Khu ERRAI. ITH, la کے‎ 7î, 
当 ALI"? طز‎ ЖЖ РАНЕНИЕ, ACIE, 
مرن کیہ‎ ЗАПЕР НО. ЗАЖИМ, WU 
ЕЕ HER", و‎ 
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mf. 


XI =9+49:. 
归纳 得 


X*g = kA*7!g  A*g,, k-1,2,-, 


m Bou = g, 为 边界 条 件 ， 则 有 
Ук = КАК 19+ ۴ 
因此 
Ура ÀJ, = A*g. (10.6): 
家 前 一 段 一 样 地 作 u, ШИН (10.6) 可 以 证 明 
4 Ak lut E Pmi CQ), 


因此 (10.5) 式 同样 成 立 ， ikhhlut0|2 o #0, 217 ۰4ع‎ 
级 数 (10.5) 发 散 。 由 此 导致 矛盾 ， | 

定义 SCD) 的 两 个 子 空间 ， 

TxCO) ={uE SCO): ما“‎ =0, јә, FR+1},k= 1,2, 


d d 

=m - 5 <0 hk, 令 环 (2) ={о پا‎ 人 ~ 了 >0 时 ， 取 49 Àj. 
d f ۱ 

于 m 一 二 的 最 大 整数 ， 令 


ИС) = uC $60) Bou=0,u| eo E CPqCEQYON), 
下 面 我 们 证 明 一 个 稠密 性 定理 。 令 
U , (Q) = W(Q)OT СО) DDT CA), 


5,00) 一 U U CQ), 


او 
rh iss,‏ رر ری 定理 10.1 S,CO TE‏ 
O*- ONPM 0). Е uE $, о>, 则 对 于 任意 的 :‏ تا 证 明‏ 
E>0， 存 在 wEWCQ) 和 WE€05C0*)， 使 J 一 wl, 过 s t0,‏ 
AE RR. X uE SoC(Q)， 使‏ 


аси, и) —a(u,,v), УЕ 5,00), (10.75 
ЕН (10.4), (10.7991 fg. 类 似 于 定理 3.1 的 证 明 ， 可 得 
[us — :لا‎ «Ce, 


ДЕЛЕ НА ko (EH КК, Вр, и:=0. REI u: E SF RE 
ts = Ug +u, FEP из AEM TPIS HERE X 的 特征 值 4=1,>,*…， 
[77 ہت‎ E CF BOR 8 ЮЛ] ETC? BJ АЕ, XX BF ون‎ ٤ 
CPn O", НИ: | و“‎ и =0. FB BF Жи... ESCO, КК, 使 

lq.k lo, ,, © Yk. 1 


+ Н. 
Ча xc QN EQ, 
Utk -[ 


0, × ح‎ ٥+, 
ЕВ ae hu HR x— tx, Ша, 对 应 了 一 个 定义 于 9 
EMAM, HUF, AF 
二 


к тот 12 dao e 


m - 
但 是 کیب > مسر ھا‎ 20*， 因 此 


Ju | aio CE 
于 是 |uklm.o,,, ET k ВОН. 
利用 与 定理 3.1 完全 相同 的 证 明 即 可 求 出 
us € T,COXCD DOT , COD, 


Сте Di 


使 |U - u |= >> 

{НЯ u, - u € (H? (0))*， 由 Friedrichs 型 的 不 等 式 即 得 
| tu; — |. «Cs, 

中 有 


lu—us— t|, <Ces, | 
MERE 88 HU W 0:7 EQ (10.1). НА 10.1, 7 RI 
(10.3) $F. RUES), 使 Bou= Yo, FE. 
a(u,9) 20, Vv€W(QOO, Vv€T,XOD,k-1,2,*. 
(10.8) 
我 们 假定 问题 (10.3) 或 (10.8) 有 唯一 解 ， 则 存在 实 怎 阵 X， 使 
ур = XI, *71,2,*. 
并 且 对 于 这 种 一 般 的 情形 ， 引 理 10.1 也 成 立 。 令 
VCD =(u€S(Q) uly, € Y k= 1,2,=*), 
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V (Q) -(u€V(Q) Ви=0}, 
YCD = T,COM VCO), W (Q) = УСО) ПУСО). 
下 面 是 问题 (10.3) 的 另 一 个 等 价 的 提 法 。 


引 理 10.2 问题 (10.3) 等 价 于 ， 求 wxEY(9) ,使 Bu = Jo, 
JF R. 


а(и,и) =0, МУСИ, СО), Vvec€Y,COQO,kz1,2,-, 
(10.9) 

HR diu х PJ (10.3 85 М, Mulo, €Y, Bue 
УСО). X ИСО), У, CORE SCO) Ва, BEDA u dé (10.9) 
的 解 。 

KZ, Фи 是 (10.9) 的 解 ， 我 们 证 明 它 也 是 (10.8) 的 解 。 
ЧЕН оеТ, (0). ЕО, 上 作 分 解 vlo, = +05, 使 UV, CY k Е 
$ (0). Æ Oe. ЕВЕ. B4 10.9013 

аи, )о, + MDa, =0. 
XB Aula EYe, МЫ 

a (и, 1), 70, а(и,1:)0,,,=0. 

X ЛИН 8ڑ‎ а(и,и)о=0. АВ, f£ RR vceWwWCO, Æ QO ЕЯ ۴ 
о itu, [EV €Y i, 1,2 5,00). 90.9 

а(и,0и) о аси, и) о, = 0. 
XB ماب را‎ EY1， 所 以 

а(и, V2) о, =0. 

X ЛИНЗ аби, о) = 0. | 

{ЕН нЕ .مل‎ 4 

Ук-а= В-и, Ук = В, ول رق رہم‎ 2Z, < وارظ‎ 
则 aC, D)o, 可 以 通过 ye- Fio Zk- RR. X 

N 7 1 "m )‏ _ ( رت مہ 
jl B Z; fé (0.9) EAR v 的 任意 性 得‏ 
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97 (- AY + Коу) = 0, 
~ Ayo + СК”, + 4> 2m Ко) у – 9-2" Ву, = 0, 


— Ayy-i + СК, + £97?" Кру,- 24-2" Ву, = 0, 
其 中 gE BiW(Q)。 我 们 得 到 转移 矩阵 多 满足 的 方程 
g'(—-A-KX)-0, YgEBW<(Q0), (10.10) 
gd-2m px? (Ks - £d?" KOX+A=0。 (10.11) 
类 似 于 定理 3.3， 我 们 有 


定理 10.2 确定 转移 算 阵 X 的 充分 必要 条 件 是 : 
(а) 如 果 4 是 一 个 特征 值 ， 则 或 者 4=* ,为 非 负 整 数 ， 


0 
4 =т- 92? 对 应 的 特征 空间 为 ВО; ,对 应 的 初等 因子 是 一 次 的 ， 


malc s 

(bo Хм УЕ (10. 10); 

(c) X 满足 方程 (10.11)。 

证 明 由 引 理 10.1, 引 理 10.2， 必 要 性 是 明显 的 ,我 们 证 明 其 
充分 性 。 

СХ (а), (В), ©). ER ЕВ", & v, = Ху. 7۳ 
区 域 O, 内 解 间 题 (10.2)， 由 引 理 10.2， 我 们 只 要 证 明 所 得 到 的 
fit uc (H™ (0)). 

НА Jo = ИРУ, фу RFF FE Ba EE X 对 应 于 
А= ۴۶۱ AREPAN, se 属于 转移 矩阵 X 对 应 于 141<* 2 的 
不 变 子 空间 ， 由 此 导出 一 个 分 解 上 = uti + 下 2 ， 利 用 问题 (10.2) 
的 解 的 唯一 性 

иЄ روص‎ QC GI" CODD, 
我 们 只 要 证 明 un € o1" COD). 

作 自 变量 的 变换 xm 1x, 则 Qk 下 Qi1。 设 在 此 变换 下 ulo, 

>u ESC), WA 
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ME = d> 20( مل‎ ~1) ETT 
FE | 
а= 2, سو‎ uP o, 
因为 空间 SCQ) 是 有 限 维 的 ， 并 且 问 题 (10.2) 的 解 是 存在 唯一 


的 ， 所 以 
LIMEN ЗС Ygl? + VPE 


由 不 等 式 (3.8) 即 得 Jul3.o 二 +co。 | 
当 a(4, 力 是 对 称 半 正 定 双 线性 泛 函 时 , 还 可 以 有 第 一 类 迭代 
Kisi = К; - АРОК + اخ‎ - 2:5 К.) Ат, 
Kî +1 = K^ 5 2d > 2m)k A, СК" + Fld > ٤ K) AT, 
Aia = اج‎ 3-20 д, CK! + 209-2 ток K, At, 


我 们 可 以 得 到 о\ о وا راز‎ A JE [Е 


(2) 
— А} K4, 
然后 取 子 空间 
D,(O) ={fuESCo)，ualyasloE(CpPn (Ë?! QN), 
HF Af E ЛВ) HI E FERE KP, 证明 的 方法 与 前 面 各 节 完 全 


相同 ， 此 处 不 再 重复 。 
$11 Stokes 外 问题 (二 ) 


我 们 过 论 第 一 章 §11 中 的 算法 。 以 x= (xi,x2) 记 R? 中 的 
بجر‎ 为 第 一 童 §11 中 的 区 域 。 设 4= ہہ‎ и) 为 速度 ,Pp EN, 
则 所 讨论 的 方程 是 


1 1 р 
H (-zv (x,Vui) ty? u, )+a =0, 
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УС Vt) + تج‎ — 0, 


5 u) * 3x; 0n H.) = (, 
其 中 常数 />0 是 粘性 系数 。 定 义 双 线性 泛 函 


G(u,U) = ax (Уи, « Vv, + Vus * Vos + ua es (11.1) 


9 
b(u,p)- bG тис чі) + эх, а из) dx, (11.2) 


引进 范 数 
LIP -| xip*(x)dx, 


2 
lulio | (асо Р) в, 


alis -| > ( | Vu (x) | + 5 


以 及 对 应 的 Hilbert 空间 Z2€00,Z!C00,ZU * COD. 
在 对 Q 作 了 如 图 18 的 冲 分 以 后 ， 我 们 3 引进 无 限 元 空间 
500) {PEZ (Q); p|, Е Рь(@;) ,t=1,2,.), 


U (Q) = {и = (1u,,U5)5 u € Z"* CQ) 1], ЄР, (е), = ووو[‎ 
u, EZIO), tale, € PsCe t9 1,2, 7], 
UD = 7-770 


Ulo = {ulr 3 ие}, 

则 可 以 提出 如 下 的 无 限 元 格式 ， 求 uEU(Q),PESCQ0)， 使 
up, =f CUT oD, 

u,p 满 足 方程 
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{ a(u,v) —b(v,p) =0， yreU Q), 
b(u,q) = 0, VqESCA). 
TE U FA а] 
V(Q) ={uE U(Q); b(u,p) =0, Vpe S(Q)), 
УСО) = (u€VCODs u|r, =0}, 


RU f] (11.3) RE u ж: ulr =f, UEV), 使 


а(и,0) =0, YVEV O). (11.4) 

由 $10, РН G1.4, 5 21 4:8۷ ئئز‎ К., 它 是 对 称 半 正 
定 的 。 我 们 在 下 面 还 将 证 明 
它 是 正定 的 。 

考虑 更 为 一 般 的 外 部 区 
IÈ Oo. WE Pr £k Fo # O4 
ж O* уо, KF Q* HR 
有 界 区 域 (图 23). 在 CQx 上 
lE igi. ЖЕ, 1E 
75 11$ (20) ,U (C20) ,Uo( 20), 
ОСГ) 与 УСО), УО), 
取 fEUCT), 则 可 以 提出 如 
ТЯ м. 求 u€EV ہ رمہ‎ 使 
u|.-f, FH. 


(11.3) 


а(и,и) =0, ۲۶۴۰ (11.5) 
5| 理 11,1 Æ UQ), aCe, ЗЕЕ. 
证 明 (11.1) 


u? 
a(u,u)g =H |. x (Ivi! + | Мы, |? + 4х. 
n 


出 不 等 式 (1.1) 即 得 
a(u,u)g 2C duli.» کتر ورای‎ 
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5111.1, [B] C11. 5» 4 ME — fe. 
令 y= Вии, 20 = Во, На u 为 问题 41.5) 的 解 ， 则 
a(u,v)g, = 4(1 ,۷( ٭و‎ + ZÜ Kz Yoe (11.6) 


类 似 地 ， 可 以 引进 有 限 元 空间 SCQ*),U(Q*)， 以 及 
U,CQ*) (uCU(Q*5); и| = 
IR] 8 (11.5) НУ и 在 区 域 0* 上 受到 如 下 的 约束 : 
b(u,p)g*—-0, ҮрЄ5(0*), 
将 Pp 看 作 Lagrange 乘 子 ， 我 们 可 以 得 到 (11.50 的 一 种 新 的 提 
i: 求 uEU(Q*),PES(Q*),， fiulpz/, #4 
a(u,v)g* + 2۸7 ۔‎ Jo b(v,D)g* = 0, Vv€U,.CQD, (11.7) 
b(u,q)g* =0, Ү9Є5(0*), (11.8) 
5]13811.2 ММ (11.7), 01.80 HEEE B. ЖЕ. 
证 明 ” 鞠 证 明 唯 一 性 。 设 2,p 为 齐 次 问题 的 解 ， 在 511.8) 中 : 
取 9=p， 在 (11.7) 中 取 " =2， 两 式 相 加 得 
a(u,u) gs + Jo K ولاج‎ 0. 
Halu, wo K: 的 正定 性 ，4u =0。 在 (11.7) 式 中 取 "”， 使 得 它 . 
在 一 条 内 部 边 的 中 点 上 不 等 于 堆 ， 在 其 余 节 点 上 都 等 于 零 。 由 
(11.2) 与 Green 公式 ， 可 导出 P 在 这 条 边 的 两 侧 是 同一 个 和 常数， 
于 是 了 在 Q* 上 是 一 个 常数 。 再 取 e CUQ, f£ 


۲ Є - (x,t) tC и.) ах 20, 
эх | 


NH )11.2( E )11.7( ۴0 = 0. 
(11.7),(11.8) 是 有 限 阶 代数 方程 组 ， 由 以 上 唯一 性 即 得 对 
于 任意 右 端 项 解 的 存在 性 。 | 
定理 11.1 问题 (11.5) 与 (11.7), (11.8) 是 等 价 的 。 
证 明 问题 人 (11.5) 可 以 写 为 
а(и,и)о = min абор), 
9 ہی جن‎ 
ГДР 
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任 取 vEV (90*)， 在 Q 上 延 拓 vv ， 使 它 为 问题 (11.4) 的 解 ， 并 且 保 
持 v 在 To 上 的 连续 性 。 由 (11.4) 的 解 的 唯一 性 ， 这 个 延 拓 是 唯一 
和 的。 将 这 样 所 得 的 函数 的 集合 记 作 P ， 则 问题 (11.5) 的 和 解 4€EP。 
因此 

a(u,u)g = min a(V,V) ge 


vlp=]j 


注意 到 (11.6) 并 引进 Lagrange р, ， 即 得 (11.7), (11.8). | 
现在 证 明 第 一 章 $ 11 中 的 算法 。 首先， 第 一 章 中 用 (11.5)， 
(11.6) 表 示 的 解 存在 且 唯 一 。 证 明 的 方法 与 引 理 11.2 完 全 相间 ， 
此 处 不 重复 。 然 而 ， 我 们 要 着 重 说 明 的 是 ， 只 有 当 y0 与 满足 第 
一 章 (]11.8) 式 时 ， 这 个 解 才 有 物理 意义 。 否 则 不 可 能 有 一 个 不 可 
压缩 的 流动 ， 所 得 到 的 y* ,4 只 是 作为 求解 的 中 间 变 量 而 存在 、 疙 
外 ， 我 们 在 一 个 指定 的 单元 上 让 压力 等 于 零 。 如 时 yo 与 yx 满足 第 
一 瘟 (11.8) 式 ， 则 对 于 任意 的 ESC(Q\E*Q)， 设 Pp 在 指定 的 单 
元 上 的 值 为 pp， 则 p = po 满足 要 求 ， 又 由 于 Po 是 一 个 常数 ， 所 以 
有 
bl(u,p—po)o akg = Û,  bCu,pooxrko = 0, 
Bp e 
blu, р) 185= 0, VPESCOMF*O). (11.9) 
因此 实际 上 (11.9) 对 于 任意 的 分 片 常数 p 都 成 立 。 如 果 ye 与 yx 不 
满足 第 一 瘟 (11.8) 式 ， 则 上 述 证 明 不 成 立 。 这 就 是 我 们 在 第 一 重 
的 迭代 法 中 ， 需 要 引进 约束 (11.8),(11.14),(11.16) 的 绿 改 。 
下 面 证 明 第 一 曾 $ 11 中 第 一 类 迭代 法 的 收敛 性 ， 
317811.3 ”转移 矩阵 六 的 特征 值 4 均 满足 | 二 7。 
ЕВА ” 设 4 是 一 个 特征 值 ，9 是 对 应 的 特征 向 量 ， 令 yo = 9. 
以 4 记 间 题 (11.4) 的 解 ， 则 
yp = XFYo = 4*9, k=1,2;, 
由 相似 性 
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ску 


a(u,u)g = Da Do = 2,55 1 4*7 аби, о, 
k=1 k=1 
因为 acu,u)o 是 有 界 的 ， 所 以 141 <5. | 
Bg CE R**。 任 取 自 然 数 k， 作 V (0) 的 子 空间 
Dr(0Q) = (u€VCOD; Bru= ag, ac R). 
СОГ, # A, € D. (O), Trlr, 7 f, JF BUE 


a(ü,,ü,)- min a(v,v)., (11.10% 
гу”! 
ЕР; (Q) 
问题 (11.10) 有 唯一 解 。 以 Kz 记 Q 上 的 组 合 刚 度 矩 泗 ， 则 
allp, p) = )ی00 1ا,بر52)ء‎ t$ (ag) K, (Gg), (11.1125 
ЕЕ КУ’, DE 


p r yT ik?‏ ہے 
Kz Jo.‏ ولا = ак, Ик) os ko‏ 


定理 11,2 lim Ki" = Ka. (11.125 


证 明 ”类 似 于 空间 Di (0Q)， 我 们 定义 
D,G*^Qgo-(ucva* Qo, Byu-29 ac р}. 
设 u 为 问题 (11.4) 的 解 ， 
Ут = ВтЫ» m-O0,l,-:. 
Еш EV, {E 
wK |а 81р И | یہو‎ p. wE | gk-1g € DE 0), 
J H. 
aw К) к-з = тіп alU, V) gk- 1g, 
By, 219794 - | 
vapp ETa 
RE 1.1425. لاک و رازہ‎ MARE. 050580 PAWR 3307 
a, ZE QNÉ O EK رید می‎ BK 


سے — 一 一 - (КУ (К)‏ ہو ہے 
ох еко‏ مت رت око a CU‏ (م a(U, H‏ 
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= 0(u,u) + a(w'F uH, 


oN¿k- 19 


= a(u,u)g— a(u,u);k-1g а pou. (11.13> 
1001838 
|Ук-:|1<С1^-1, <F}, 


aCu,u);k-ig = S 7 yl AK oy, 
OLE 19? k- 1-0 (k— co), 
X 
Ко ~ А? У) 
aw wY, = داع‎ - 1 СУТ T ( š ) 
( w Jo, 4 (Jk -1,09 ) - ۸ K: )( ag 
由 第 一 章 (11.14) 式 
lal xzc£^?*, (11.14) 
也 有 


a (wt? ， wt) L0 (К>со). 


因为 Px(9) 是 VCQ) 的 子 空 间 ， 所 以 
aps) >а(и, и), (11.15) 
Hi (1.14048 
£F (ag)T K ,Cag)--0(k—00), 
由 (11.11),(11.13),(11.15) 以 及 上 面 各 极限 关系 式 得 
lim ١) ٥,۸11 ( یہو‎ ко = alu, и). 
E RHEE ВН 11.12). | 
ЛЕ HE — 2835 (GR hyr SEE. £6 FE 对 称 РЕЖ 
Ко), Ekl, V(O БАУКЕ ER 
ак(и,и) -aCu,u) gc gg FD yLKV yu, (11.16) 
其 中 ук = Вч. Хх T /€UQno, u, 为 如 下 问题 的 解 ， 在 区 域 
Q NEO 上 它 是 唯一 的 。 
а, (ики) = min a,(v,v). (11.17) 


VE VD) 
tipa? 
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存在 对 称 和 矩阵 КУ’, DE 


— ul (kh) 
а, (из, u.) = JS Ky Ype 


7: — ЛУ ВУ] E. XR 0, ЕУ(0\20>, f teir, =f, 
FERRE 
GC, VU), Fg ^ min а(0,0) око. 


— 


vé V (ox eg) 
L | * 7 
Го 


TAE- 
2111.4 lim aliy, И) охо TACU, Uge 


Жо FE УМЕ 555 (RE9. 148 ]5[ , Aff. 


52811,3 lim КУ = Kz. (11.18% 
证 明 411.17), 
ак Cu l u =a, (ик us, (11.195 


Epi, 2911.100 8988. بم‎ C11. 160 A, 
a, CU, Ч к) = allp, Нк) ہہ چ‎ + ёк(ад)т KO? ад), 
(11.20) 


mh (11.14), 
(exCag) TKP cag) | >0" (11.21) 


因为 Kz 是 半 正 定 的 ， 所 以 


a (li, dr oe taal Ик) ox kg SA Ck uk), 
(11.225 
Hi 5811.25: 11.20), (11. 20 5X» 


kr 


gi 1.19 . 11.220 ДА u [2811.48 


lim a, (uy Ug) = a(u,u), 


ea‏ چا 


E RE یکر‎ РИН 11.18. | 
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$12 ” 非 齐 次 方程 及 Helmholtz 方程 


7; F $ 4 图 21 所 表示 的 多 边 形 区 域 OQ. KPEL CA. 在 0 上 
考虑 方程 


-Au=p, (12.1) 
以 及 边界 条 件 

)12.2( و0 سے مر |11 - عرائ؟ 

ulr, = 0. (12.3) 


ЕО EIERS DURS 4 
SCQ ={4E H'CO ; ul, € CoD, 1=1,2, *** u| ور‎ 707, 
则 无 限 元 解 رو ر(م) رت‎ 8 
a(u,v) = Cp,v), УЕ S (O), (12.4) 
HHO, O EONAR, aC, На. ФЯЕХ, ۳ 0 کا‎ 70625 077 
程 组 是 第 一 章 的 方程 (8.1)， 

— Ау, 1 + Ку, — ATTY, = рь E1,2,*. (12.5) 
eb Er EBE TUR. HMH ESD, FERIRE بط‎ БЯ 
Tg, ЕНАТА Б РА, NEP, HE i 个 分 量 

рү = (P,P). 
45) = supp ?, Е Schwarz 不 等 式 得 
ГЕЗ pl le] . ЗОГ 
容易 看 出 ，DD 的 面积 有 上 界 CE”*， 所 以 
р «С |р, ,о• (12.6> 
考虑 一 个 辅助 的 无 穷 阶 代数 方程 组 
/ — AzU? + Ка) — ATz = 0, 
— Az, + Каши. - A'zm = 0, 
— Az + KZmo- A Emi = Рт» 


— Az + Кама سے‎ A Eme = 0, 


(12.75 


ос دہ‎ сто оо ےی<٭‎ зо ODE ... оо ово соо соо софа оо وعو٭‎ 
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并 且 求 一 个 特 解 。 下 面 ， 为 书写 简单 起 见 ， 略 去 上 标 m。 这 个 特 
解 可 以 这 样 构造 ， 

Zk+1 = XZy, — Mklm, (12.8) 

ZQ,-17 Xz ksm, (12.9) 
其 中 转移 矩阵 XM 应 于 外 问题 (参看 8 6， 由 于 所 讨论 的 问题 不 
同 ， 此 处 ,他 与 $6 中 的 转移 矩阵 恰好 互 换 位 置 )。 这 样 , (12.7) 
中 所 有 的 齐 次 方程 都 已 满足 ， 我 们 只 需要 求 znm。 设 ЧАД z) 
插值 冰 数 ， 由 转移 矩阵 XX 的 性 质 可 知 u™ ES(C0)。 以 (12.8)， 
《12.9) 代 入 (12.7) 得 


(К- AX - ATX)zn = Pm. (12.10) 

引 理 12.1 方程 组 (12.107 有 唯一 解 zm， 满足 
|2т| С | Pal. (12.11) 
证 明 设 O 点 的 两 条 邻 边 PR* ,Ps 的 方程 为 9=0 与 06=a， 我 们 


考虑 角形 区 域 
Q^-((r,04, 0<r<co, 0<0<a), 
类 似 于 空间 SC2) 可 以 构造 空间 500°). 
为 证 明 (12.10) 解 的 存在 唯一 性 ， 只 要 证 明 对 应 的 齐 次 方程 
只 有 零 解 。 设 zn 是 一 个 齐 次 方程 的 解 。 由 (412.8), (12.9) 可 以 确 
Ezp —co<k< + o, Fri A] HRI ER u? € SCO), FEHR 


AE. 
a(u(?,v) = 0, ۷ ۷٢ 2, 


Fu =u, fa (u(9? ,uf9?) =0， 于 是 u =0, НИ, Zn = 0. 
再 证 明 不 等 式 (12.11)。 由 (12.10) 可 得 
za = (К-АХ- ATX) Pms 
因此 有 (12.11)。 | 
引 理 12.2 级 数 4s = Sw" fECCOD 与 НВ FF 
me] 
县 有 
lutalo + lul ox Cl Р|о, в» 
证 明 ”由 (12.6), (C12.11) 得 
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EZSES0/4/4 E оо (12.12) 
由 转移 矩阵 X, X 的 性 质 得 
| а | оС" „ое 
НЕЕ] FCC) ВЕ (hi. 
۴+8 مل 27 یا‎ - "х, ИГ, Го. WE 
ü (¢) = ит (my, 


Ma 4E O ВБ МАЕ 7 外 都 是 无 限 元 解 。 由 (12.12) 可 得 
ТК аа" iplo. 

上 述 自 变量 的 变换 不 影响 积分 值 ， 因 此 
Ji vum سی‎ 


H Friedrichs 不 等 式 ， 
DU سو وس ہد‎ P 
由 此 得 到 了 了 АСО) ЖЕ ۸ ii. | 
至 此 ， 我 们 确实 得 到 了 一 个 满足 方程 2.1) 和 边界 条 件 
(12.2) 的 特 解 。 按 第 一 章 S 8 中 的 办 法 ， 就 可 以 求 边 值 问题 的 
#. 
下 面 ， 将 边界 条 件 (12.2) 改 为 Neumann 条 件 


al 294 -0, (12.13) 


ду! г* ov n, 


相应 的 空间 是 
S (Q) = (u € НСО»; ule, € PiCO D, 1= وہہ 2و[‎ u| r, 70]. 


这 时 同样 有 方程 组 (12.5)。 令 
D, = — 33 
k=1 


同时 按 如 下 的 递 推 关系 式 确定 PCk 20,1, ***), 
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Ро = Pos 


бт = Pm- + Ре» т=1,2,*%. 


容易 看 出 
Pm = > Pr = m 2j Рр’ 
& = ü k=m-+1 
由 不 等 式 (Q2.6) 得 
lm] SCE™l PÎ оо. (12.14) 


考虑 一 个 辅助 的 无 穷 代数 方程 组 (m= 1,2, 666) 
AzQqn + و 1ر رس رع‎ 一 0, 


— AD, + КЕ, — ATP, = 0, 


— AP, + Kz) — ATzU = Öms (12.15) 
— AW; + KZP — AT = — pm-1s (12.162) 
一 Az” + КЕ, 7 AT 2 , 一 0, 


类 似 于 (2.10) 可 以 导出 方程 组 
CK ~ AXD Zn. 17 AlZm = фа-1› (12.17) 
— Ат, + CK - A! X)Zm = — Dm. i. (12.18) 
3 引 理 12.3 ”方程 组 (12.17),(12.18) 有 解 。 当 令 zm 的 最 后 一 
个 分 量 等 于 零 时 ， 这 个 解 是 唯一 的 ， 并 且 满 足 
IZm- 1l + | 2щ |< С | P m-1 |+ . (12.19) 
”证 明 ”首先 我 们 求 (12.17),(12.18) 的 对 应 的 齐 次 方程 的 通 
解 。 设 zm-1,zm 是 章 次 方程 的 一 个 解 。 令 
Zk.i7 ХЯк» “km, (12.20) 
Zk-1 = Хак, Km i, (12.21) 
则 得 到 zxoEeS(Co”)， 满 足 
a(u'9?,v) = 0, ۷٢ ٢٢ء ؟‎ ) ۰ 
取 = uaF IEE] u EH, В zk = ag, KZ, FD zm-1 = 
.zmn=091， 由 引 理 6.1， 它 确 是 齐 次 方程 的 解 ， 因 此 它 就 是 通 解 。 
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现在 
О 0" ) = 0， 


所 以 方程 组 (12.17),(12.18) 有 解 。 设 zm_1;,zm 是 任 一 特 解 ， 则 
通 解 是 sn-:+agl)zn+agi。 送 当 取 ac， 可 以 使 >m 的 最 后 一 个 分 
量 等 于 零 ， 这 时 解 已 唯 一 确 定 ， 利 用 和 矩阵 求 逆 即 可 证 明 不 等 式 
(12.19), | 

{2 T EE un, Wiss 12.2 一 样 ， 可 以 证 明 


引 理 12.4 Bus = Уи ЕСО) М НОВ, jË 
HH 


DH 05,9 十 | us | "PEST 0,9% 
我 们 确实 得 到 了 一 个 满足 方程 (12.1) 和 边界 条 件 (12.13) 的 
特 解 。 
Hz 
тржни, Wi cas. ГЕТЕ. ХЕ 


Грае [в].‏ أ کے ۶۷۱۱ا 


出 引 理 12.1;, 引 理 12.3 还 可 以 得 
|z%)| CE?" plo sio. (12.22) 


现在 讨论 Helmholtz Jy Fe. 考虑 边界 条 件 (12.13)， 作 复 
Lo6ones 空 间 的 子 空间 
S(O = {иЕ H'CO; ul, EP(ei), 1=1,2,."}, 
S CQ) = {иЄ SCO); ulr, =0}, 
So) = {ulr UESC) 
没 4 为 复 常数 ， 在 S(Q) 上 考虑 一 .五 线性 型 
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a, (u,v) -| یی‎ Qu , 9u 9, Auð ys 
۱۵3م"‎ OX, әх, 0X, 


以 及 边 值 问题 ， 已 知 JE SC, RES, иј, = /并 且 


а,(и,и)=0, VESO). (12.23) 

已 知 当 1= 0 时 ，(12.237 有 唯一 解 ， 我 们 将 这 个 和 解 记 作 uu. 
и =u — to, Ши 

a (u,,u) = - AC, +щ,0), VUES, COD. (12.24) 
考虑 辅助 问题 ， 已 知 P€CL' (0, RUE SCO), ft 
a (u,u) = (p,v), VUES: (Q), (12.25) 
(12.25) 4E X. 1 — ARATE FU, L*CO) 8,00. H(12.24) 
得 
u= — ¿U (u, + tia), 
НЕА АЕ, U: СО) +E 2 ہہ ار رر‎ 8р, H Riesz-Sehau- 
der 定理 131， 除了 可 数 个 孤立 的 特征 值 以 外 ，f + AU 是 可 道 的 。 
VA ВО)ја я 7, ME 
ui = [9 ووصا7(]7)‎ 
RII 
u-u,tug-ujtARGDOUussV AS. 

我 们 已 经 证 明了 

定理 12.1 存在 有 界线 性 算 子 VOD, SGOo-—SGD. ER 
平面 4+ 上， 除了 可 数 个 点 以 外 ， 它 是 解析 的 ， 并 且 (12.23) 有 了 唯一 
解 ， 可 以 表示 为 4u=V (27. 

从 定理 12.1 立 盈 可 以 发 现 转移 矩阵 X OERA E PERAE NT 
性 。 

设 4 是 问题 (12.23) f Ak] RE RR, ВЕ А A V CA) 28 
解析 的 ， 我 们 考虑 当 点 x dA TO. Aou 的 性 态 。 由 第 一 章 
$12, | 

y = X (A 3> DK (GE 870) X CAP) X OO Jo. 
шс زیر‎ 142% ВЕН. SUD) DEH koo 
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其 中 e>0.‏ ，2 - س> PAPIA‏ :تاغل تاط7 

521212,2 ИЖ! -لاے> إ7‎ =, ИК сонр, ВЕЗЕ 

X (CAE? 2) X (AEG 2) e X (CAP X (A) 
۶۵8 fE Jordan 标准 形 
1 
TXT = ,=( ) 
1 

其 中 Xo= × رم‎ Jd رع ات‎ BJ HB ЮР 1 的 特征 值 的 Jordan 


KAR. < 
JO» = TX (AT, 


则 J(0) = Jo. JAA A 的 解析 函数 。 令 
Y CA) = JCAE E 10) J(AE9( 72 J(AZ2 ЈСА). 


(12.26) 
我 们 只 要 证 明 妆 را .مآ‎ Y Сд) ЕРА Е. (3.8), 
Mk-x-oolJt-0. 3X4 1850825 BJ HL Ат, | 

1 
R= مل(‎ 
由 解析 性 
[Уж AD - ЈО СЯ. (12.27) 


іа?" =n, №0<7<1. 01 6 25367 ب109‎ TE RT 


k 
IY m GuOYa (А7871) У, (AlS а + |4|7)<C. 


对 于 K 之 1， 取 /上 为 k/m 的 最 大 整数 部 分 ， 则 由 (12.26)， 

Ук (A) = J(AE 2*7 DD) یں ریہ‎ 3T DY QUIE? O7) Y (A), 
Ее یں ر‎ 2 DD), ese, ТОНН М, ИРУ СЕ k 
与 4 一 臻 有 界 。 又 因为 Yi (А) AEA 的 解析 国 数 ， 所 以 (12.277) 可 以 


加 强 为 | 
[Ук СА) -Jíl]l«clA],  К=1,2, ***, (12.28) 


其 中 常数 C 与 K, 1 无关 。 
利用 上 述 估计 ， 就 能 用 Cauchy 判别 法 证 BH Y CAD 的 一 致 收 
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SUPE. Wk, l >m, gj 
IY (A) — Y , (29| 
= | СУк-п AE T) У. САЁ2"))Ү,„ СА) | 
«У СА) - Y i4 AF295 | + [У ۸۸ 
«UY k-n СА) ЈЕ + [18-7 = pio] 
+| ر7‎ "TY, 2%) |) nA 
< r + olJ- л, 
Mk--co, JEM. 77-0. Hn К, Hk, I 
К, ар ER Gah Te. | 
1812.3 ATEA 9و٦۰‎ ?4k--colf, 
X (Af 5 DDK (Af 7? X ورورل تھے وروی‎ 
其 中 g91 即 矩阵 X6 的 第 一 个 特征 向 量 ，g91 (br; DT, а) 
的 解析 消 数 ， 它 线性 地 依 灯 十 9。 以 上 极限 关于 4 为 一 致 。 
证 明 < 
ZCA) = XAKEA CAZET Ja X (AD, 
Zo (A) = lim Ик. 
因为 
2.00) = سنا‎ ХК, 
记 此 极限 为 XI， 则 下 收敛 的 一 致 性 以 及 QZ CO WORT EE f} 
2.04) - XS —CIAÍ. 


又 有 | 
Z, (A) = Z. (АКИ, CA), 
所 以 
|2.)۸( - Хо < СА”. 
于 是 


12.009 - XZ Ag] «CIAIZ?*, 
HH 5[382.5, X$5Z,O00952a4,€QD9g,, ЖФ kb; ДЕЕ a, CAD نل‎ 
— یڑج‎ В kott, а, AK РАЗ. انا‎ a GO i 
ar《4) 的 极限 。 因 为 (12.23) 是 一 个 线性 问题 ,所 以 QC 和) 线性 地 依 
о. | 
ТАТ (12.23) ВУ u FEO ROG Tk. 4 Аче -р, TIR. 
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5112.4, FEZ ми ,使 us = 2 um 为 方程 (12.1) 的 一 
个 特 解 ， 并 且 
|0, 10,.,о + lulio СА. 
РСА НЕ) 
1= Dll 2 lhl وہہ کے‎ 
对 应 的 特征 向 量 是 91,9;,…，。 
定理 12.4 车 As 是 单 根 并 H А2262, МНЯ )12.23( ЮА 


满足 

lim y; - 404) 9;) А5 = 80585, (12.29) 
其 中 6(4) 是 解析 函数 ， 它 线性 地 依赖 于 f。 以 上 极限 关于 4 为 一 
£r. 


证 明 ”由 (12.20)， ЧЕ т, 
Z = Xf Te". 
由 定理 12.2，4 是 有 界 的 。 由 不 等 式 (12.22)， 
САД", 
由 定理 3.3， 转 移 和 矩阵 Xo 有 一 个 特征 值 如 =1， 初 等 因子 为 一 次 ， 
特征 向 量 为 9,， 所 以 存在 解析 尔 数 2'” СД), В“ CA), E 
lim لی‎ — 4/00 (A GN) A = В" (NA) ووقع‎ 


其 中 TT 
Га сд) | «I8 1 >0 ۰ (12.30) 
WASI C= 0,1, E БИТТА X n, Wi 
pi О.с. + 121 1.9 C. (19.315 
令 


zi = — qam ور‎ ~ BW رر‎ К=1,2, +, 
以 zf” Kore REK SK, NY FH (12.22), (12.31), (12.30), 
[ажоо Пи, о 


«Сід "н Сото сд) | +C|8'2 CAA; ۱ 
2m $T 
«ciae +) J. 
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因此 只 要 令 w-u- Уик оо رج ا وع‎ 3EE e€ 
SCO), _ 

我 们 考察 4- کا کر وہ‎ SF EE, АЕ یر‎ FI و‎ 
СТА" (qa +O, — km, 
СА?” A”, kem, 


Are 0d AAEE] A| + 8 过 和 2 的 常数 。 则 


жт) 4-k 
رج‎ Аз 
mezi 


| z£ om | < 


k eo 
>0۱۸| JJEC [Аз +s) Em Azt ۱۸| 2; P Az" 


m-k- 


_ Ekt — ECS 43| + 5ء‎ n" Ёк AS 
= С\А| £? — (| As| +=) А? +CG| A| 1 — 22/4» 


<o.) 


当 k 一 co 有 时， 关于 4 一 致 地 有 


: *(m) 4-k- 
lim №15 ار‎ =0. 


k^? m=] 


因此 它 对 于 O 点 附近 的 奇 性 没有 贡献 , u 的 奇 性 即 为 w RETE, | 
最 后 ， 我 们 证 明 第 一 章 中 的 不 等 式 (12.13). 
定理 12.5 ,HH 都 是 负数 ， 并 且 - p< -H< — B3. 
证 明 15,000 55,00) Елу 912 Rayleigh i 


m 
R(u) = , 
| мах 


Аи) T0, ЖЕН. EH 
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—ü—#= min R(u), - بر‎ = min R(u), 
uc S (90) uc 5 (0) 


ц 0 uxo 


ие SoC DFT, HEZE Q* 上 延 拓 为 零 。 在 这 个 意义 下 So(Q)CC 
So(Q6)， 因 此 -KH 和 -Ki。 至 于 1， 从 第 一 登 (12.9) 式 可 以 看 出 


НИЛ-и.>-№. |‏ ,<< و = و 


附 d 


本 章 的 参考 文献 大 致 与 第 一 童 相同 ， 了 出 补充 了 一 些 新 材料 ， 
重点 是 第 一 童 中 一 些 结 论 的 证 明 ， 

第 一 、 二 、 三 、 五 市 为 本 章 的 理论 要 础 ， 主 要 取材 自 [41, 但 
是 我 们 在 这 里 仍然 以 Laplace 方程 为 例 ， 其 中 定理 3.1 与 定理 3.2 
是 新 的 。 过 去 的 理论 不 够 严密 ， 这 两 个 定理 使 得 数学 上 的 严 属性 
得 到 了 进一步 的 保证 。 

第 四 节 介 绍 平面 弹性 问题 ， 原 来 [4] 中 讨论 的 就 是 这 个 问 
题 。 为 了 理论 上 的 完整 性 ， 我 们 特地 安排 了 第 十 节 ， 这 一 太 对 于 
相当 一 般 的 问题 的 一 般 结论 进行 了 叙述 与 证 明 ， 取 材 于 L19j， 谈 
者 在 处 理 各 种 不 同 的 问题 时 ， 还 需要 把 一 般 的 结论 具体 化 ， 

安排 第 六 节 也 是 为 了 理论 上 的 完整 性 ， 在 此 之 前 的 特征 值 方 
法 中 ， 总 是 要 求 转移 和 矩阵 的 特征 向 量 构成 完备 组 。 在 实际 计算 
中 ， 上 述 限 制 其 实 并 没有 3 引起 过 麻烦 ， 我 们 计算 过 的 一 些 问题 都 
是 满足 上 述 限 制 的 ， 但 是 和 毕 竞 这 一 限制 使 理论 显得 不 够 完整 。 为 
了 去 掉 这 个 限制 ，[4] 中 作 了 一 些 努 力 ， 但 不 够 理想 ， 在 这 一 贡 
我 们 给 了 一 个 在 任何 情形 下 都 适用 的 公式 ， 本 市 内 容 来 自 L22j。 

第 七 节 的 材料 是 我 们 添加 的 ， 它 是 文章 [17j 的 一 点 补充 。 

第 八 节 的 材料 来 自 [7] 与 [19]， 第 九 节 的 材料 来 自 L234 与 
[261， 第 十 一 节 的 材料 来 自 [27]， 第 十 二 节 的 材料 RA [10J 与 
[20]j， 它 们 都 是 第 一 章 中 对 应 部 分 的 证 明 , 
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还 需要 说 明 的 是 ， 有 一 些 参考 文献 中 的 材料 我 们 设 有 收入 ， 
例如 L13j 中 的 内 边界 问题 ，[17j 中 人 角 扣 问题 的 Fourier 方 法 ,以 及 
[14],[18,[24j,[L28j,[29j 中 的 用 有 限 个 单元 逼近 无 限 个 单元 
等 。 对 这 些 感 兴 趣 的 读者 可 以 参阅 原文 ， 
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= Wr Sx 性 


我 们 在 本 章 给 出 无 限 元 方法 的 各 种 收敛 性 定理 。 这 些 定理 表 
明 ， 对 于 有 奇 性 的 解 ， 无 限 元 方法 的 精确 度 不 低 于 有 限 元 方法 对 
于 无 奇 性 解 的 精确 度 。 其 至 ， 无 限 元 方法 的 精确 度 还 高 一 些 。 这 
一 点 表现 为 两 个 方面 ， 一 方面 体现 在 定理 3.2 中 ,其 中 我 们 给 出 一 
个 加 权 的 下 人 秸 计 ， 这 个 估计 强 于 通常 的 蕊 估计 ， 田 一 方面 ,在 36 
中 ， 我 们 将 证 明 在 奇 点 附近 无 限 元 解 可 以 象 精确 解 一 样 作 有 展开 ， 
每 一 项 都 还 近 于 精确 解 的 对 应 项 ， 这 种 逐 项 收敛 的 性 质 表明 无 限 
元 方法 是 一 个 很 自然 的 方法 ， 它 自动 地 给 出 了 问题 的 奇 性 解 . 

为 叙述 简明 起 见 ， 我 们 仅 就 一 个 模型 问题 证 明 收 敛 性 定理 。 
设 C, 是 平面 上 一 个 有 界 的 多 边 形 区 域 ， 它 有 一 个 内 角 a>r， 其 余 
内 角 均 不 大 于 x*。 我 们 以 内 角 a 的 顶点 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 系 
(O,x,,x,), [Ах = (x, ,x,) KY = (И, 922 а Qo 中 的 点 ， 同 时 也 建立 
一 个 极 坐标 系 (O,r,0 . 00 Е rELaplace7; gë fJ Dirichlet Je] a 


Au = Û, , 
m 0 x € Qo (0.D 
u] 290 = f. 
我 们 假定 在 O 点 附近 /= 0， 于 是 可 以 有 展开 陈 
u= Soir sin 22098-00). (0.2) 
ja1 


至 于 其 它 问题 的 收敛 性 ， 读 者 可 以 自己 证 明 平行 的 结论 ， 或 
者 参看 本 书 最 后 列 出 的 参考 文献 。 
$1 几 个 辅助 不 等 式 


在 本 节 中 ， 设 0 是 R? 中 具有 Lipschitz 连 续 边 界 的 有 界 区 域 。 
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定理 1.1 存在 只 依赖 于 的 常数 C>0， 使 得 对 所 有 Hy d AZ 
pzl, ری) 71ے بائز نا‎ , f 


8۷|| o, p, o XC СМ, +v p julio), (1.1) 
lullo,p,r SC Eul o,o +МУр|и| 1», (1.2) 
其 中 本 为 含 于 Q 内 的 直线 段 。 
证 明 ”由 Co6ornen 积 分 恒等式 中， 
u(x)- > (х), УхЕЯ, (1.3) 
i=0 


其 中 
u (x) = [koud 


2 


9 
w(x) = k= AD Е رع‎ У) а dy, !=1,2, 


x- dx-9|b 
К), В, (х,о EIE O0 x Q EB Я. 
由 Schwarz 不 等 式 ， 
| GO | < С | Iu) ldy<Clulo,o 。 
两 边 取 元 ? 范 数 得 
۶۷|| o و,‎ < Clu о, о è 


ЖИ р, juo=|x- l|, HHolderR ZR, 


2 adl: 1-2 2 ہے‎ 
тр P ھت‎ PoP dq 
bd ا‎ lay, io | Eî P 
du Ë y 1 2-2 1 
<C (as. ° pidy ) УГ». ۶ و‎ ay)? 
9g 


ди 


х pul, З (Гаў, рау).‏ کے 


两 边 取 L? 范 数 ， 右 边 的 积分 交换 次 序 ， 就 得 到 了 
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Iw ilo,p, ox CV P lulius s 1! = 1,2. 


由 (1.3) 式 即 得 (1,1) 式 。(1.2) 式 的 证 明 是 类 似 的 。|1 
推论 ”对 任意 的 可 测 集 DC0, 线 段 TC0, 若 4= (neas D) < 
c, h=meas <o, MIRA Hu EHON 


1 
۷| ٦ص‎ «cCd|log d|* lul وم,:‎ (1.4) 


мор <Ch|logh| 2 |ul,,o , (1.5) 


其 中 常数 cE€ (0,1)， 常 数 C 只 依赖 于 0 和 0Q。 
证 明 ”由 H6lder 不 等 式 ， 


3 
2 


۱ i 
| ufo, < (meas D) Р |||, р,о» V 0-2, 


由 定理 1.1， 


1 — 
[ulo,o SC (meas D)? PV p Julio 


=Cd PV p lulio. 


取 p = 3| log о | -1|1о54| >24 (1.4234. (1.5) АУ DEBA Е 类 似 
的 。 | 
我 们 引入 一 些 术 语 和 记号 50 。 设 DC в ہہ یز‎ ЖЕНЯ 
区 域 ， 如 果 对 于 DR 存在 一 个 可 逆 的 仿 射 变换 
F, $(€ RO—F(G) = Bx + b € RP, 
使 得 D = FC(D)， 则 称 D 与 DD 仿 射 等 价 。Q 中 与 D 仿 射 等 价 的 全 体 
жел). iz P ZD LTH REARS А, DE eo, 
定义 
Рь={р: D>R; p-PoF^,bcPH 
HG ,Q) s(v€ H'(Q);tu|>5€ Pp). 


定理 1,2 JETEWURCDO, ERES DEZO, 以 及 
任意 的 EHCD, 仆 ， 当 hp = diamD<l, MÊ 
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lle mo <C> [log hp|? Flujo, 


其 中 diam 表 示 直 径 ， 
F, =sup{diam G, GHE FDP). 
证 明 №1 = ч(Р(2)) ЕР, cb, N 
lul o.s = 10 ,3. 
НРА, ВТЕ ЕС 0, (EO 
llo Ss ۷)8) 8. 


但 是 
lajo, $7 | Чет В| -和 aoo ， 
meas [) x рё 
|detB| = meas f) 7 meas f) ° 
所 以 


lulo, < Co;s'lulo,p. 


由 定理 1.1 的 推论 即 得 (1.6) 式 。! 


$2 分 片 多 项 式 的 逼近 性 质 


(1.6) 


我 们 引进 一 些 带 权 的 Co6ones 空 间 。 设 具 有 Lipschitz 连续 边 
FE) FH FIX ос В, ТЕ СӘ) 中 引进 如 下 的 范 数 与 半 范 数 ,其 


,2> ,[حےم ئ۲ 
1/2 
аі (11а),‏ 
9 


1 
| ksPio),Q 7 {| ۶-۳ De СЫЯ Рах 7 
7 


m 1, 
аена = ОЧ + Ч ua] 


k=l 


其 中 


| 
， Kk21, 


lafu] = Еа ax سے‎ 


a+ j =k 
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HC (O) 按 以 上 范 数 完备 化 以 后 所 得 的 空间 分 别 记 作 БСО) 
رط‎ +7۳9 ca), FF HIC 


HOKO = 20000), ]l*Iuncsozl*'Inzce»o. 
н (0.260 ВЕ, EEOSE. В u EW, 4 rh 


л 


定理 2.] (а) WPO (O)—C(Q)(p>1,2-p<o<2), FF 
别 地 有 
H*'"(Q)--CCQ»(0coc2):. 
(b) H!(Q)—H*'"(O)(0-—o-—250, H rh “=” xk E HK 
e 
证 明 (а) 由 定义 ， 内 须 证 明 存 在 常数 C 汪 >0， 使 得 
тах | и(х)| =<çClu|;,, o] Vu € C%(9). (2.1) 


ео f 
不 失 一 般 性 ， 设 Q 关 于 含 于 其 内 的 某 贺 是 星 形 的 ， 则 Соб- 
юлев #1 کر‎ S: yÑ 154) 
۱ ۱ : auly) 
и(х) 3l uCy)pCy)dy + > b; (x) | ?way 
Jg 


1 ds 
ñ 30) 
!n 2 


BRIER, POOE A R b CG) Ba Gc 130 IB ЕН Ir‏ $ وارہ ۳ چا 
MFO, 81716106046 А,‏ 7 ا7 مت 


ip 9 а p-o „P-e 
luc) >0 LIPET + С! L ?|au|r?ay| +c fr P |g'ulr P dy 
E: Q 


xcClulo,».o +C|u| ‚рези |°” dy ) P 


9 
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„P-e ھ٤‎ 
t Cul و,رئ ھ, و‎ (|, ° dy) P. 
Q 
Но>2-р, BRS 
NK P-e 
[r7 ay, | 7-1832, 
o о 


都 是 有 限 值 。 于 是 
|u(x)| Сы, pce, 
它 就 是 (2.1). 


n 


(b) Wp = TE KAHH! (O +1900), Hi Holder 


0- s 
不 等 式 ， 
l 
lul ocena 11а | 于 ?az [۰|م>۶(‎ 1.a. | 
$ 


HE, 311175 RA ECT FE SJC О. XQ, 剖 分 为 可 数 
无 穷 多 个 三 角形 单元 61,62，… ,61，…， 在 O 点 的 任 一 个 邻 域 之 外 ， 
HAIER RM. S087 F, ПЕТЕР ВНЕ 
边界 306 的 一 部 分 ， 或 者 是 另 一 三 角形 的 一 边 ， 以 h 记 所 有 二 角形 
单元 的 直径 的 最 大 值 。 我 们 还 要 求 所 作 的 剖 分 满足 下 列 条 件 : 

CA) 齐 分 是 正规 的 ， 即 所 有 单元 内 角 有 公共 下 春 0o>0。 

(B) OC 8;, VIEN. [A4(0,e,) 10е, ЈО 点 的 距离 ， 则 存 
在 常数 YX， 使 

meas е, <хћ?(4(0,е;))?, ViEN. 


例如 ， 第 一 但 所 作 的 相似 剖 分 就 满足 条 件 ( B )。 
作 无 限 元 子 空间 (m 之 1) 


5"(0,) = {ие H'(00) sul e, ЕР. (ее, >, V 1€ N). 


M m= 1р, ЗСО) НЕЕ SCO. 在 每 个 三 角形 的 三 边 
LenB, Hn TBA, XETRA HR, E 各 边 的 平行 
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A, ДЕНЬ Jel oe па 2) 个 节点 。 定 义 插值 算 


T _ 
Il: C (3,0) +5" (0,). 


定理 ?2.2 VE AR СА), BDR 3, P1, 2- pop, کو‎ 
s<1, L-5 5 20, MARAH 


lu- Hull so. 2 СЕ" ° * (u| ре, 5» (2.2) 
Мис У!" * POCO), 
证 明 首先 设 s =0,1. HEF 2.1, WT * 1P (O0,) СӘ), 
因此 Ju 有 意义 。 按 三 角形 单元 上 的 插值 估计 
ju = Tu| s,p,e isC ° Juj т+1,Р,е 1 > (2.3) 
其 中 心 为 e;i 的 直径 。 
由 条 件 (A)， 


meas e ;之 hi sin 20608 боз 
由 条 件 (A),(B)， 
h? (d(0,6;))? 


3113060500 


AX 


代入 (2.3) 式 得 
lu— [Iul spe СН" 7! ^* (AC(O,e;))™ tt |u|m,upa, ° 
#= Ле, E, 40, )<т, ШИ 
(4(0,e,)2?*'7* |ulm, pse , 


< (d(O,e,)) Ри m+ 1,P(ohe ie 


由 区 域 的 有 界 性 假设 以 及 1 - s + > 


117 


5 | ہر سے‎ та 1-8 1 
lu ПИ] s,p,c , CR |u] mepe, . 


关于 款 和 即 得 (2.2) 式 。 当 0<s<1， 由 内 播 不 等 式 642 ,(2.2) 式 
437. | 
定理 2.3 WAR PE CAO, Бои, P>2, иу СО), 


lim] u -- [fu !,P,0 = Ü. 


证 明 因为 W (000-6000) ۹۸۷ا‎ ,所 以 Hu 是 有 意义 的 . 
由 定理 2.2， 对 于 C^ (QD: 88 АЖ, O. FA Мы. CODE 
W!” (О), [Ehe 0, Worec (Oa, W 


|v 一 uj جا‎ <, 


取 充分 小 ， 使 


jv — По, pe. 


Хх ПАИ СО) PAR ЯР, RE 
He- Huli, SCV -ul, pe 

综合 以 上 不 等 式 即 得 所 证 。 | 

AMLE ue S82. 2, u P! TF HB 

定理 2,4 ik 2⁄2 ECA), (B) JE o£, >l, 2-p«o <р, Wi 
# 

т+1-р 
lu — Пи] o, o, «Ch LITE TP 


VuEW™ (QO. 


$8 五 与 L SEE 
令 
a(u,v) = | vas Vede, 


H 
设 1 EH (909), Bu, EH’, Шиа, 7f. In] Bi CO. DR 88 
解 提 法 是 ， 求 4E НСО), Eu- u EHQ), ЭН. 
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aQu,v) 0, VVE НСО). (3.12) 


作 无 银 剖 分 以 后 ， 得 无 限 元 空间 s"(9uo) Efi Pa TH. 


令 
Sy (Qo) = S?" (Qo) NHo (O0). 


Huu IL Ци € STCO), ИЯ, 


и, Е ST(Q)D, u, -ul ESTC), 
# H. 
a(u,,7) =0, VUEST (Q0. (3.2) 
这 里 (3.2)m ÉJ Ponts HI BJ ENKA. 
SUrüi3xsu-u,. EIU FR RERA 


V = {01 € 2۳ (Оз оао, = (Пи- ui) | ٭(ہور‎ 
235.1 设 条 件 (A),(B) 成 立 ， 问 题 (3.1) 的 解 
27 
uEH ٠۱ (оо (occ A. 


uy 2 Ju] (3. 2)m 的 解 ， М 


ина, о COUP | u) m+ rona tmin [v]; o). (3.35 
vlc 


JEER Е ЕТ, &v =v! — [u+ tps H| VE 57(0,). HF 


(3. 638.2) > 
a(u—u,, tu) = 0, 
于 是 


[и unl ft, o = (U =~ u, Qu tu.) 
=а(и-и, u—- Iu) +а(и-и,,Пи-и, ) 
-a(u—u,,u— Пи) *a(u — ہلا‎ tl), 
利用 Sechwarz 不 等 式 得 
[аи 170| 1, o, t oo。 (3.45 
由 Friedrichs 不 等 式 及 迹 定 理 ， 
119. 


 -‏ سس —-- . — س بحاص ہے 


)۷- Ulo o, Си nulio, + Iu uilo, au, 
xCGu-u |, ہو‎ + lu- Hulo, гв, 
+ iu- uolo, (ہوو‎ 
«Cu usi o, tilu- Пи 1, o, 
+ oli, o. 
由 (3.4) 即 得 
u= ule SCAU- 77۷0| ہوں‎ + l1, 2. 


以 定理 2.2 的 估计 式 代 入 ， 并 关于 v' 取 最 小 ， 即 得 (3.3) 式 ,1 
HEIE Пий = Пи, Ju 


и-и, Q4 Ch" ula, is, (yt 


以 上 推论 表明 ， 无 限 元 方法 有 最 优 的 误差 估计 ，。 
下 面 讨 论 加 权 的 上 估计。 首先 考虑 一 个 辅助 问题 ; 
(° x € Q, 
?| 92, 一 0. 


(3.5) 
27 . oco) 
Huo € (0,2), 记 0 =0 -~ 2。 由 定理 2.1， 当 9gE 万 ””(9o) 时 ， 


| gvax 定 义 了 一 个 H3(Q0) 上 的 线性 连续 泛 函 。 因 此 问题 (3.5) 
H 
Е-Е H (000. Men زڑا جار لیا‎ AT F АЕ Ho, 

2382.1. IBI. DIDE c H*' CO, 并 且 存 在 不 依 


赖 于 9 的 常数 C 二 0， 使 
о» ک ہو‎ “۱9۱۹۰۱۷۳٥ ° 
КОДА, 1, G 21,5. LE ОН. FI 用 Aubia-Ni- 
tschejgzrg H9 就 可 以 证 明 ， 
定理 3.2 ”在 定理 3.1 的 假设 下 ， 如 果 还 要 求 u,t8 在 O 扣 的 邻 
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边 上 都 等 于 零 ， 则 有 
ju — u,loc o, 29 


«c(t ulme ce, o, ط+‎ min ll, a, 


۷ !و 


+ Ишь lg, ). (3.62 


jd 


EBR 4-g-r'(u-u,), 因为 u 一 u, EHi(Q0)， 所 以 由 定理 


2.1 可 知 9 EH C06o)。 设 ?为 问题 (3.5) 对 于 上 述 函 数 9 的 解 ， 则 
]1(]783 ,[, VEH YQ), ЗЕН. 


Ф| oco, o, Clu чь oco, Q. ° (9.7) 


由 定理 2.1，?EC(Bo)， 因 此 插值 函数 79 是 有 意义 的。 由 定理 


2.2, | 
|۶ Pl, o S Chl?! ov。 (3.8) 


HiGreenZvi М (3.1), (3.2) ъ 得 


ju - ир (5-2,0, 


3 r"(u-— и, )(и-и,)Чх 
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=Í (— A?) (и- u, ) dx 


D, 


o? 
= &(и-ир,Ф) — K ay 8 
EF 


30 
—-a(u-u,,9 — ПФ) 一 | Qu, = UOJ So (3.9) 
320 


HEBE Би EO RRL LE TF, MA 


NI : ET) 
ل ] سد‎ 
| | (ug رے > < ر(‎ is uol -}, ا‎ 


7 


L 
<C > lu, 一 4- 二， TUA 2(0)» 20° 


jel 


H (3.944 
ja (u= uso- ПФ) |< uui TE | ~ ПФ\,,о, 


«ch|u- uli o, |9 | 20s oo. 
将 它们 部 代入 (3.9) 式 得 


ju- unlóc v» 2, 


очра), <‏ + و ہے 


iw» j] 


H (3.7, 
uN, )- 
(3.10) 


L 
а-го «C (Hu- وت‎ + > | 
2-1 


由 定理 3.1 即 得 (3.6) 式 。 | 
№ ”如果 ul = Hu, Wi 


| -~ m+ 1 
o 95,9, «Ch lull ms 1)02 у ° 


ju= u. | 
FE НИЕ, ۰ اط‎ EOS BD DIS, mA 


іа Mul, 1, Сн" и مر رون‎ 


(3.11) 


| ll m+ i. i Cll me 1(0), 2, ® 


将 它们 代入 (3.6) 即 得 (3.11)。 | 
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$4 极 值 原理 与 一 致 收敛 性 
从 本 节 开 始 ， 我 们 只 考虑 线性 单元 , 即 只 考虑 空间 SCQ) 中 的 


无 限 元 解 。 Db; G= 1,2, +.) 记 Qo EF д РА ا ہہت‎ 
Ж: PES, 
91Cb,) =8, 7 1,3 =1,2, ==, (4.1) 


о, 的 有 限 线性 组 合 
P = 0,0, To, + * Cu 

构成 的 集合 记 作 SCAN. MED PE S СО) 0csupp مم‎ X 
于 无 限 元 剖 分 ， 除 了 要 求 它 满足 8 2 РИЈА ЕСА), (B) 外 ， 再 增 
加 如 下 两 个 条 件 : 

(C) 作为 Hi1CQ0) 的 子 空间 ,人 C00) 在 SCO, FFE: 

(D) 每 个 单元 的 内 角 者 不 超过 -y-。 

在 第 二 总 § 3 中， 我们 已 经 证 明了 第 一 章 所 作 的 相似 划分 定 
n kg A FCC Df. 

为 了 证 明 极 值 原理 ， 我 们 先 证 明 一 些 辅助 的 引 理 "1. 

9134.1 یہ‎ a,,-a(0,4,,9 0, TECODOR OL, HHJ 

ib; Е Qu. (4.2)‏ ط, ر کی ر0 کو à,‏ 

ЗЕВЯ 242, Lb, ДАН, a; 0. 245, ВЫ, 相 邻 时 ， 则 | 
它们 同属 于 一 个 或 两 个 单元 。 在 单元 Ck E. yi Års A23 Аз id i£ 
Hir. МНС», 

| VA, ° و۷۸‎ d<<0, 
ek 


对 了 于 As Аз, АМ Aa ۸ 也 一 样 。 因 此 (4.2) 成 之 。 | 
2|384.2 设 条 件 (C),《D) 成 立 。wESCO0) ,4 为 常数 ，ws € 
(رری ؟‎ H FAME: 
w.(D,)2min(a,w(5,)), 1=1,2, =, (4.3) 
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| о. =W- w ESCUTE 


a(U, Va) QAW, и). (4.4% 
证 明 因为 
G(w,UV4) =a(bt,,U;) та. ,Va), 
Bir LR ЗЕ МЕНЯ 
а(и., Иа) 220. 
又 因为 
ala, Va) = 0 
Br AL SEHE BH 


аса -—- Ww, LID EUR (4.55 
HRO , ۴28 60, TARA RANER -wa Бу. MT: 


| (a — Wa) — Sen La, <e 
p- eel, < 


因为 a 一 ,过 之 0 8< 0,0 + 0۰+ 而 且 cidi SAEC MB. Bit EA S = 
以 使 رہ‎ >0,4,>0. HFIE4.1 
حور ہی‎ ; 2E 21а, 0+ 


但 是 = 是 任意 的 ， 于 是 就 有 (4.5)。 | 
引 理 4.5 f Pz! 及 三 角形 单元 1, 设 wePies)， 则 有 


3 
2|8۵ | mease, С [№ B s.e |o (4.6) 
фе} 


其 中 бов де, 的 项 点 
iB] ERIE "n Еси), e, ZA 
{у= (V1, 1⁄2 СВ? 0> وا >0, آ ک>‎ > ]- Y1}. 


+ ®) = wF, И 
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вре = |, Песоа х 
- e 4 


= 210685 e, کو‎ | (D | Рау. dy, 
A^ x | ve )0( | 为 最 大 绝对 值 ， 则 在 三 角形 


ё = | ہہ رہ.3‎ < - mj 


Е ری ثف‎ Боо) е. fE é ЮЖ Av, fE 


1 1 
2060,0? = 1, (2,0) = (0,2 )- 0, 


则 在 e EIo |22 100(02 000). TX 


Iw]? p.e 2>2meas e, | 100 (0) 45 401? dy 


~ meas е 


22 i 10С02]°, 
HI 


| (0 |? meas ЗС, 


Е إت‎ (0) КАНН, BUR GL... | 


2124.4 iE e (D Au УХ Е во, + оо) lE fa ERE, JEH 


存在 常数 0290,72 0,52 1, 46 زا‎ Baza. 时， 


C 


dla v0». 


PS 


Wij 
Ф(а +4) =0, 


其 中 уз 
d? = C(P(a,)) 712° ^. 


证 明 ЖЖ رت‎ + оо), R B Е 820 ШН. 


(4.7) 
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(B-a)? 2C2* 1 ر--5(ریص‎ 
Wir (4.7), 


y 


Ф(В)<2 ° (a). (4.8) 
作 递 增 序列 asa, ,0n,*… ,满足 递 推 关 系 


LL. 
(G, — an- PM -692*^!(9(24.,00*^! , 


旭 有 
o = 
(an un SC Ka (an) 
-27'(ü4.1— 02-22! , 
8[ 


a = anı = (anı n-ae (4.9) 


Ау n-co,BH1 (4.908 
lim PCan) = 0. 


n0 


FH (4.9) fF 


下 面 我 们 证 明 极 值 原理 及 解 的 一 致 收 线性 ， 

定理 4.1 设 条 件 (C),(D) 成 立 , u 在 30 上 连续 ， 则 问题 
(3.25, МАЕ и, 必 在 边界 .مد‎ 上 取 到 它 的 最 大 值 与 最 小 伍 ， 

证 明 a= max ша کو رف کے زس ری‎ 


wa (b ,) =minía,u,(b,;)), 1=1,2, ***, 
НА v. m ug 7 Was МН 9184.2, 
6)۷ (ءم ۷و‎ За (И, Ua). 
在 边界 3Qo 上 Wa = ча, Bre a € S C202۰ 由 (3.2)1， 
G(Ua Ua) 50. 
于 是 v。= O, ИВ Wo = цр, HR 
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u (x) <a, У xC Oo. 

间 理 可 得 u, 的 下 界 。 | i 
推论 在 定理 4.1 的 假设 下 ， 转 移 矩阵 X = (х,у) Е 
X1,220, ү1,3= 1,9, 6,1, 

证 明 ” 设 不 然 ， 如 果 有 一 个 کے ز×‎ 0.2 8] DOE و‎ ВОІН 出 之 
0, 使 得 u, 在 一 个 节点 上 取 负 值 ， 与 定理 4,17 (5۰ | 

3E384,.2. WEAR UE CAD, (В), СС), DO Kor, u 为 问题 (3.1) 的 
Я, u, 为 问题 (3.2) 的 解 ， 其 中 44 = Пи, 


(а) 如 果 u€ ۷۰۷۸۱۰۶ ےم کو, ہہ)‎ — M 


E 

a 
lim[u — ullo. o, = 0% (4.10) 
h-0 


(b) 如 果 uc W?” (Q), 


1 7 2 
^ а 
i 
lu- tg o o, «СЧ pi. (4.11) 


证 明 № ЛЕ UO W P(O, ССО), НЕЯ 2.1, 
М0 COOC), 


IUE fli ERE Hu 是 有 意义 的 。 由 (3.1D,(3.2)1， 
alu, - ITu,v) =a — uy), ۷ ۷ Só (Q), 
id w = И = Ilu € Sag), 


f, 29 Hu) 


=1, 2 
ах, 9 وو‎ 


UE 
2 
aU 
= >, — d 
aw, v) >|. uz x° 
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任 取 “之 0, 作 weESo(C2o) ,满足 
Wa (D;) =min{a,w(b;)}, 1-21,2,--. 
mih 5 [FE 4.2,04 = 10 ¬ Ша 满足 


або, ура) асо, ہد‎ fax, 
取 常 数 9 dE =1 H Holder RERA 


аси ü 9 ZS lopa, | ° (4.12) 


D,‏ رت 


ax, 


4 Е (а) = (X € Qus ta ×( 20) ЕЯ v4 220, MAE) 是 一 些 三 
角形 单元 的 并 集 ， 在 QoNE(Q) 内 ,v。 =0. 利用 Holder 不 等 式 得 


jore] әз, 
9%; ۱۱۱٢ o, 9X ; Цо,Ч.Еса) 
<|] ^^ (meas ва" 
9X , По, к(а) 
i-i 
< "s | 1,0, (meas Е(а))° Р, 
代入 (4.12) 得 


2 _ 1 
lal La RM ilopo, ص99‎ 
i*1 


取 y> (2-- i) НАЯ, H1CO -- ۴ (Qo), 即 有 
(Palo, ro Со | 1:26 ° 

注意 到 v, 5000), Friedrichs 不 等 式 得 
[voflo,y ,0 C "ali. 0,» 


因此 
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E "m 
کہ سا‎ Vf ilo. в, =, (meas E(a))* P, 
TE 


现在 设 >a 为 另 一 实数 。 象 ECa) 一 样 ， 可 以 定义 ЕВ. #l 
用 引 理 4.3 有 


М 


[оа [6..0 = > j] (Ua (x)) dx 


€ ;eEUD 


r> (v, (6 ;))? meas(supp $1) 


C € E(a? 


> (B — а)? meas ECP). 


^ 2 y 
ci C (2711...) , 
s= 2 > - ipu 
p(t) = meas ECD, 
则 有 
(QD y 7 مر‎ 


sh PIE 4,4 (ھ)‎ = 0, 其 中 


4 $ 
7۰(((ی) ص [C‏ 6=25 
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由 (ВЕ У, 
-C0 = 0, V xC Oo» 
即 
w-(b,) = min(G,w(b,)) = w(b PD, 
所 以 


w KAKA 7 
Bj 25 w жу ИЖ, PRU, 


2 
wG) SC ор.» V x € Qo, 


i=l 


对 - w ERRE Sf 


о? 


LDAP SC 211l. p.0 


Нр 
lu, 一 Hu] о... SCIU Пи! 1.P.Q ® | 


利用 做 入 定理 得 
а-о оно, Klu- Hulosa, + MIU — رھد ارتا‎ 
<Clu- Пи lipa. 


由 定理 2.2, 定 理 2.3 即 得 (4.10) 5604.11). |] 


$5 一 个 超收 敛 估 计 


从 本 节 开 始 ， 我 们 假设 剖 分 在 O 点 附近 是 相似 的 。 按 照 第 一 
00 区 域 Qo 被 分 制 为 多 边 形 区 域 Q* 550. 7۳7 
c fed BIBBIA ОСО, XBROR FORE, ЕНЕ 
O 点 外 ， Атга, ہہ۔ یڑ‎ ¢ E (0,1), 以 0O 点 为 相 
Arpa. DAE, E, £5, EE کا لا‎ ВЕ, (E o0 的 相似 形 。 两 个 多 
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边 形 之 间 为 一 “ 层 ”。 过 O 点 作 有 限 条 射线 进一步 将 每 一 层 部分 为 
有 限 个 四 边 形 ， 再 将 每 个 四 边 形 章 分 成 两 个 三 角形 。 每 层 的 剖 分 
方式 为 一 致 。 在 此 部分 下 ， 条 件 (B ) 是 自然 成 立 的 ， 以 hi 记 第 
k 层 单元 的 最 大 直径 ， 则 

h xh, ا تا‎ o lh, 

在 本 节 ， 我 们 假设 上 的 剖 分 更 特殊 一 些 ， 即 划分 满足 如 下 
条 件 : 

(E) Q 被 有 限 条 射线 分 制 为 三 角形 区 i Di,Di,**, Ом 《图 
24)。 在 不 断 细 分 的 过 程 中 ,Di,D:,…,Dw 不 变 。 每 个 区 域 D， 上 
的 三 角形 剖 分 按 同 一 方向 进行 。 并 且 线 段 АВ 上 的 子 线段 的 长 度 
的 差 为 O04?) (图 25). 


为 简单 起 见 ， 设 Q = Q。。 对 于 一 般 情 形 , 在 Q* 上 的 有 限 元 方 
法 的 超收 敛 性 已 有 较为 完整 的 理论 ， 例 如 读者 可 以 参看 [49j. 

先 引 进 一 些 记号 ， 设 过 0 点 的 射线 将 区 域 D , 8 m4 
三 角形 ”( 图 25) Ta IK ,Km AU D: HE k BRA Te, Mil 
有 


т 


Dis لا‎ Ki- لا‎ 
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Ве = Ab,b;b,,e” = Abb b T, UTx.; 上 的 任意 两 个 三 角 
4 


1 
图 26 
Жил (20. LL اع ای‎ DIBM b, КЕ. Ее EZ 
= хх, Ех, бар xq, 
1, = یں‎ 002), nex 00, = ا‎ х0), 
52, = م س(‎ x x. pix, = xQ). م س ا‎ х), 
S = meas e, 


在 单元 e 上 的 节点 局 部 编号 设 为 1 ,2 ,3 ,其 几何 参数 可 以 用 。 


HM EZ 2) 
= وک و8 — وکس = ,£ واک“‎ = — Z + و‎ 
= = n, ДА 一 — n, — 62x;, LE 一 — Па + 6°х.. 


У їо S = meas е". 

我 们 先 证 明 一 些 辅助 的 引 理 31， 

引 理 5.1 BÆI), (ŒE R, M e Ue’ 构成 一 个 “近似 平 
-fr PYJE” -RI 


10,0 — bb, | + |b,b, — bab, | ЗСУ, (5.1) 
ló?x,| + |x| SCE *R*, (5.2) 
157 — S|=<C(S+ SR. (5.3) 


证 明 ”如 图 27, 由 条 件 (E) 可 得 


| DE - EF | xi£*Ch? = Сё, (5.4) 
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由 相似 参数 的 取 法 可 知 
GL - DCI = 1-E)| GE. 
从 图 25 可 以 看 出 


- 510A |<, 
因此 


| GL - DG |<Ch| GL і<СЁк, 


Е ДИ: DG 的 平行 线 EG , 则 有 


—— —> —> — —> I 
| DG ~ ЕН |= ЕС - EH | = (нсі. 


AOGH 5 AEG’ H 相似 ， 故 有 


—— مہم 
Нс’ {= 41-21 СН |xa-D£*h,‏ 
即 有‏ 


- وس سم 
DG - ЕН | ЗС.‏ | 


(5.5 


(5.6>: 
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IGH - DE | = |HG' | COEF RP, (5.7) 
有 了 (5.4) 一 (5.7)? 这 四 个 基本 估计 后 ， 各 四 边 形 的 对 边 差 均 
可 以 估计 。 例 如 
一 一 > > 一 -> و‎ 一 > وس‎ 一 一 > وس‎ 
DH - ЕК = DE -HK = (DE - EF )+ (EF - НК». 
于 是 (5.1),(5.2) 得 证 。 又 有 


š 1 
S ےی‎ ” ا٢‎ 
8%, 02х. 


由 条 件 (A)， 
[15:1 + 19 入 CS， 55а, 
注意 到 (5.2) 即 得 (5.3)。 | | 
以 0 表示 图 26 所 示 的 四 边 形 区 域 。 设 ЕСО», Н идее, 
e ЕРЕ ВА. Do! 00,900, vC? ја v 在 各 节点 上 的 值 ,以 
9,0,930,1=1,2 3 Jia v FE e,e^ 上 的 一 阶 微 商 ， 并 且 记 
Gy = pO Ly 0 Lt uu 


8]385.2 YEAR IE CAD, (Е) X 7۲۲۰ SCOD, Ш 


۲ 

QU FE = hor + OG 9|vl;eg, (5.8) 

à» aw = کے مع‎ + 0)E *( |0 (5.9) 
2 2 1S + S” 1,9 © . 


证 明 же b, 
2S9, и = 1,002) — y» + n (QUO? ے‎ pO, 
- 259,0 = (VP? — y?) + (8-0), 
pti) 一 pit) = (x ' 一 хде 十 (х) 一 X97)7927 ， 1<1,1/—3. 


因此 


jv - vs P | KEEA] Vv| С |1, е o (5.10) 
在 e' 上 类 似 地 有 
25 ٴ3‎ = _ n,(v 1) 一 и‹%)) - 73( ?! 0%) + 62X (KZ — y 99), 
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— ۶یع‎ 90 = И -и — Z, (p? )رو ے‎ + ó 32x, (p? 37ں‎ 
相 减 得 
25“ تحت ~ 0ا3‎ паб + 82,002 — pt) 


即 有 
(S + 67) (9v — а) 


H = — ë? Ox, (pU — 9) - (S - S) (99 + 910), 
| 


Lm | ` 
دسج‎ дуо = - 0 + ےج‎ 一 一 Š 


-=S 5 
ہیں‎ "Su s" T (aiv Fa), 


+ 57 
注意 到 
lav + تب‎ С FR 0بر مو‎ 


由 3 引 理 5.1 及 (5.10) 式 即 得 (5.8) 式 。(5.9) 的 证 明 是 同样 的 。 
21385.53 设 条 件 (A),(E) 成 立 ， 当 JE 万 !CO) ,有 
| 5 1 
|, гоа, |, „<c IVl + я |/| )ax 


其 中 线 积分 可 以 换 dx 为 х), 
证 明 作 双 线性 变换 ， 将 Q@ 变 为 正方 形 


(Ç = (igo); = 1« $5,921» 
则 由 条 件 (A),(E) 以 及 引 理 5.1, 


det I 2kh2 
ر‎ 2 


i сен, 181,152, 
9X, | СЕК, 1=1,9, 
arat, | 


BUE 


MEETS 
bib, bab, 


[$27 ۱ 


- СЕ а, | 


J $,*7-) 
I 1 
--1J-1 


<o | | civi eer rpac 


ناو نیہ 


«c | (1vri + )as 


«c | (avi + Das, | 


在 单元 e, Е, DA ^; 表示 直径 ， 则 有 
引 理 5.4 设 条 件 (A) 成 立 ,uE HCC), ERPI: CO 
—> P, Ce ;) , H 


u(x) — Tu (x = ر2‎ R C) + ROO, 


i= 


К; (x) = КН نے‎ 
4 


1“, < А | 
B(x) = |. خر ؛‎ ;D$;uCx--Cl1- t)b jdt, 


其 中 


9 
0, = -一 一 k = N 
k эх,’ 1 2, 


р; = (x, - xa, + (x, — و( و‎ 1=1,2,3, 
тА A tatr 
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[А ое +8 Ве SCA luise,» 
ТА оне, +h E Raus ЗСВ ШИ 。 
本 引 理 可 以 用 带 积 分 余 项 的 Taylor 公式 证 明 СЯ Z £ 
152 D. 
类 似 于 SC2o ,可 以 定义 无 限 元 空间 Sep, LK 25). & 
SO (D ;) -iu€SsCD;ulas =0}, 
并 且 令 


au, Vo, -| Vu ‚ Vvdx, 


3 AN РЕЖ: 
21385.5 WEAR ۷ ری‎ БУ, EHO (D D, ЯР 


_ | 1 
Jl; ССР )0--S5CD3), jul 24 Uhr, 


аси - Пи, о, | «Ch'|logA| "ulace; lolun; (5.11) 


٢٣٢ت‎ S (Di), 
其 中 当 a< 27 时 ， 


M a-2m 时 ， 
0> را >ہة‎ у= 1, 


证 明 20-875 Jj. Ш D ا‎ Rn, 1515.4, = 


3 
alu ~ [Ju,vV)p-— УА, +a(R,uU)ps 


其 中 A;=aCRi,V)o。 估 计 分 四 步 进行 ， 
第 一 步 ; گرا فثار (7,۲۷)ہ‎ tF. 
由 引 理 5.4， 
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laR, ol x ر2‎ [VRlose lY ine + 


e ;iD 


< У СА lul ase i [Vl ise |e 


由 相似 性 ， 34 e , یم کات‎ 时， 有 
hh", — PhxCr, 
因此 


laC RB,» |$ > СА? (ull gorse i lu [ue & 


Е cb 
«Ch? [ulace p || 15D» 
第 二 步 H A1 的 估计 Ф 


任 取 KCD, 令 
А: + = ٤)۸, Ик,» 


如 图 28。 将 K ;各 单元 及 节点 编号 ， 则 由 Green AR, | 


b, 


Ai, = > ( ф t $ ) (audi, - àyudx,), 
k= 1 de, ae 
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RIE bg, k-1,2, ЕЛ, ШЕНАН Е 
2 = وو‎ = -б, N = ~ı, "= А, 
于 是 由 引 理 5.2 得 
Ai = В, + В», 
其 中 
В} = ر2‎ ОФУ , |А, | 9$, (5.12) 
k =1 bk b, 


一 R 
В, = 一 لوہ‎ N 7 $. Y (пах, + $d XD, (5.13) 


K*1 


其 中 5,5 Sk 分 别 是 三 角形 e, ek ۰ 
先 估计 Bie Ња 5.4 与 定理 1.1 的 推论 ， 


| „181195 
d 14^ 


3 b 
« cna(| |a?u|*ds) 
b, bh 


LE 3 9?u|?ds y 


ù b 
5 T5. Д " 
< Chi UE Іов, | Tulaan» 


2+0 і 
Ch  * орь, | 2 |1 о ,ре (5.14) 
对 于 任意 的 常数 8>0, 


Str log tel = 2E log k| + ене toge. 
k=l Ke! 
容易 看 出 ， 
q 6 58 一 上 
2,8 = Er = OG), 


k=! 


D Eskk= Оо, 


k=: 
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因此 


Sesrlloghil<Ch-'lloghl, (5.15) 


ka] 


1$ 05.140, (5.15) ARA 6.12) 得 


В,С, У ие ue, č?" Hog Вы | 


k= 1 


Lb 


«Ов, (1А pue, (SE Пов, 1) 
k=l 


k 
k-1 
3 1 | 
«Ch? |log А | ul, p ۱۷ pK, 
为 估计 В, id 


Ri 
Лк = S, +S (dx, + dx.) | въ? 


则 


B,- Sb) vb = Cb + ob) | ئل‎ 
b t 


k=] kbi 


= (vb) (ر(وا یر‎ | 7 
bb. 


+ SJ (Chr) = (PD) (| fec]. 1) 


і 
"E Брат Эрат к 


HAVE Sol(D)， 所 以 上 式 右 端的 第 一 项 等 于 零 。 我 们 估计 第 二 


项 。 


| H 


| -—— wu (dx, + Z,dx,) 
Justa Sea tSp erem 
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一 ہے سط‎ (dx, +Z dx.) |, 
其 中 ， 
„4 242 242 
= (Ztə*u+ 251,9, дэи + NIDU) Às As. 
以 其 中 一 项 为 例 ， 由 引 埋 5.,1， 


| | iðju dx -| Au Scan 
ps1 bke Semi F Skea ریہ‎ Se H 


= 


«ct*e| ,iatuld 
JU 


| Ё? ( | 
——— studs -| tuas]. 
+ Sia +S NEN | "dh "1 
518 ۰ 
крг k 3 [аи | 
IS CË a lə и | 4$ + C£*h | 332 | CTI e. 
bk bk ekUék+1 r 


HRAMA, FE 
| ры 


«cru , loulds + се|. 


(10 +121 as 


к чек, 1 
类 似 于 6.14) ors 
جھ‎ Тачи dsecCIPES" Mog hy [$ lula sos 
b, b 


عم 


而 


sb] ( |2?u| + а 


еек, | 
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вы 一 — - = 90س‎ 0 


- 49°) 
< C§?kh? £ 2 (f 


1 
(r4~° | 93 |2 + 727° | 92 |2) dx |? 
e U e+ 1 


«Ch 


Ul aio. кое. те 


| Bal «Спи. SE" Пор h, | 


k = ' 


| v | ње роет 


+ Ст S ES lull se, e 


wo | 


Ue gy 10е kk 


E 1 
< Ch?|log |? ئ7۳‎ [И oR, 
+ Ch? ulao K Ик, e (5.16) 


综合 各 式 得 


А > lAl 


i" | 


5 | m 
< Ch? ови pula о Ук, 


+ Ст У? luas, [t| Ку 
l 
< СА? | log h| мор | lD. 
第 三 步 ， 4: 的 估计 。 
图 29 所 示 为 第 Kk 层 Tk 的 图 形 以 及 约定 的 一 些 记 号 ， 则 
A; = ۴ئ‎ 
A», x =а(Кз,0/)т г 
IRIS LR. H Green 公式 
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k) 
_— im. am 


(+1 | | 
get» peto pots ptt +i) 


Аз,к = ф R, (дах, - 9,»dx4) + ф R, (a wdx, — 9,vdx, 


ام30 


ور Ф )R,G dx,‏ + 3د 
T АР. де!‏ 


РАХЕ КРЮ, سس رو ےن‎ 上 不 等 于 零 ,于 是 象 第 
可 得 
A» =U t Us + Go * Cn, 
其 中 
< m-2 
= У) رج‎ CORO - مہ‎ 


kal iz] 


X (| f: +17 | fi). 
۱ pi * پر تد‎ pk + Dp P 


U,- У ٣ f. 


ki ہے‎ 


Go = [eor e e». TERN "TE 


kal 


yo Rel lire; уе’. ds,‏ حایس 


) 


— 1 * 
СА, 
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+ ф R,(0,7d x, — д.и4х/) 7 
:eg 


т 


Gm = У) ос" (о) سس‎ f m-1 
т m= 1 


=) 


+ ф R,C(QUdx, ~ ^,vdx,) 7 


象 第 二 步 一 样 可 以 证 明 
1 . 
IUl + [U| СА | 1058 | Pull 7-9 


余下 要 估计 Go,Gm。 我 们 只 估计 Со, Съ 的 估计 是 类 似 的 。 在 en 
E. 
2S59,U = СЫ * ) + т (be * 9» + Пао») 
п, (u (btk + 135 一 n (by?) 4- n, (u (bk + y — p (b), 
— 25090 = Cu (i * y + Ёсь + бо) 
= UD DD) — v(b$*)) +Z СОСЕ P — 6». 


1 


于 是 
Р,(д,0ӣх, -- ج,٦١1×,(‎ 
de. 
v(btk* 1» — p(btk!y 
mnm og | (k+ 1) u А? (dx: - رف‎ 
п ha b, | 
رر‎ ti) - by 
т 25, NEN 7 ٤ء۸‎ ۰, 

又 有 


J رد یر‎ ' S +S پر‎ Dao? 


其 中 Sos $1, $5 分 别 是 €0 2 的 面积 。 ЖИТ 5. 160 FF 4 


Р,(,ӣх, — £ dx, ), 
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人 > las) ue go Ra Clodia 7 53654) 


P 


1 
T rr +1) uo Pe Chade 3 баху) H 


«Ch? | log В ионов, 
因此 ， 剩 下 要 估计 的 是 


У ив 


255 MEME LLL 


各 线段 bik* bY, K= jy2, 都 在 同一 直线 上 ， АВЕ АЕ X 
f. TË 
کپ‎ (utt i) — vU) 


(Eau  9£,0,9,2,u + 30 A E ax, |. 


Dy qe‏ سر 
我 们 估计 包含 эти 的 那 一 项 ， 其 它 两 项 的 估计 是 一 样 的 。 注意 到‏ 
s, P <o,‏ 
我 们 只 要 估计‏ 


ly‏ ۔عاع 
nc. Арка - n (2370 1 Aj Asdxs,‏ 


其 中 ж = | OF ПСЛ 25), ик = 000400). HEBA и, =0 得 


¿”lx 


l, = ات‎ ° Ekhu, ад? u(X4) A1A3dxX, 
21" ^ Y 


e 


ekr, ; 2 
- 3 gE hU 1924 X A1 Ag dX, 
0 


| gktiy 
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3< جھراے 
"Еко, табиб ху) Ad EX)‏ اھ ~ 


e | ё Ё lz. ; d 
j >| н اس‎ 3r (9 ہد‎ D A Agdidx, 


k- 1 
i 4 £ LN | 
- | > , Uh, (их, + 1x10 u (CX) A даах Ё, 


di‏ ۱ سرد 
И " (QUT) + тазист)) Адз,‏ > | = 7 


l 
ہبہ‎ SCl iogh, | ° li. 


又 已 知 1- £<Ch, phh Schwarz 不 等 式 得 


"مد 


ma ۲ 
шс [ S 70پ‎ 


k=: т, 


То р 
С[әїисСт) | 


+ Ela ur) | Jdrdt 


کن 


k i 2-11, f 
e Сай (| (аист) |? 


t$ Ty 


1 لات‎ 
تی‎ | DE Поли] 
k=] 
1 
+ 22* a UT) | dr dt 


о - 1 1‏ ے 1 5 
ارد تچ دہ کرت < 


Sim д 


ید 
«(Г тори срафисо) [2+ јази ст) Ddr) га,‏ 


тъ 
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24 а< 9л, № xoc 一 一 , H Schwarz 不 等 式 及 (5.15) 得 


3 2К-1х 
Mad Ср Koa Uk Пор, | š (>|... 


k = 1‏ 5 ےم 


x Cla2u(r) 12 4 ۶م‎ 4*4: )*ar 


< Ch? ||, овар 


x (| "re daruc) |? +r | 00 (г) ат), 


由 定理 1.1， 
1 
LA |< СЯ? 1۰۴۳۶ DImPNAUI 1,ре 


а= 2л, М 0<0<1, WEM 1.1 的 推论 得 


I, |< Спо, 532€ 3 * Повт, [3 Eh log (Eth) [араз 


k= 
< Ch? |logh] « [ищи plvli. p. 


总 之 
! As] «Ch? |logh]| |0], | v| 1,De 


第 四 步 ，As 的 估计 及 证 明 的 完成 。 
A, 的 估计 与 ۸. 的 估计 完全 相同 ， 有 
ГА СА? Пора lull sre. vip 


最 后 得 C5.11)。 | 
定理 5,1 设 条 件 (A), CORI, UE Н" (0), и, € S(Q) 7 
WD C4. DS C «Af ні = Пи, Wi 


- [Tu], o СЯ? Лоба | "Пи поно» 
其 中 常数 о 与 7 与 引 理 5.5 中 的 常数 相同 。 
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= مب‎ — =— è ë  —— 


证 明 XXv-u,-IIu, НЯ 5.5, 
lu, — Пн] 1,g = ٥)٥ ~ Hu,u, ~ Пи) 
= a(u ~ [fu,u, — Пи) 
С |logh|* lul وروی‎ | tn ~ IIu]i.o. 
НАКИ |а = Tulio a, 再 利用 Friedrichs REREN 
Ze. | 
推论 1 在 定理 5.1 的 假设 下 ， 如 果 还 假设 EW*?'"(Q)， 


p>1, 2-р<1<2-(1- 7), 


则 
[и-и lopo SCV p #? |1ов | "(ul pieno + Ни цоз,о» + 
۱ (5.17) 
证 明 由 和 定理 2.2， 
[u- Hullo, p, o C? | uls pcr. (5.185 
由 定理 1.1 和 定理 5.1 得 
lu, — Hulo.p.oxc Cv p | un — Mulig 
«Cv р А Пов " lul коза. 67م‎ 


105.185,€C5. 100 H1 f$ (5.17). | 
推论 2 ”在 定理 5.1 的 假设 下 ，YxEa， 
| (и-и) (х) | «СА? | logh | 7 ([logr| + [105й | [ио 
(5.20% 
HERR ix 2: ویر "لت‎ 由 定理 1.9， 


i 
lu, = Пи о.е ‚ЗС | logh; | * lu, ~ Пу. 


= CC|log£*| + |105 [> и, = Hula. 
由 定理 2.4， 
[ч - Пу, =, о ЗС? ulace, a. 


再 利用 定理 5.1 即 得 (5.20)。 | 
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$6 BF شر را‎ Е 


RE—T— H, RIREO О 点 附近 是 相似 的 ，Q, 被 分 
割 成 2 O. E 0* 上 作 常 规 的 有 限 元 剂 分 。 我 们 不 要 求 浏 分 满 
AE IR ۳۴۲ رر‎ 但 另外 给 一 些 条 件 ， 

先 约定 一 些 记 号 。 将 90 分 为 两 个 部 分 ，O 点 的 两 条 邻 边 记 
TE 7T*，3Q\7* 记 作 f。( 图 30)。 按 照 我 们 的 剖 分 方式 ，T 厂 的 相似 
НЕ Tis Ta, ks. FMRI FF: 


Я 3 


(F) 在 不 断 细 分 的 过 程 中 ，7o 保 持 不 变 ， 即 区 域 Q 与 Q* 都 


不 变 。 
і I 

(6) 存在 常数 ne O, D, ЕЮ E R RE fE os 
是 整数 ， 即 以 0 点 为 相似 中 心 ， 1 为 比例 常数 ，Po 的 相似 形 太 永 
远 是 前 分 的 单元 边 守 线 〈 图 30) 。 

CHD Fo 与 Fr* 的 夹 角 不 大 于 s. 

我 们 仍 以 SCQ0)CH1'Q》 记 线性 三 角形 单元 的 无 限 元 空间 ， 
并 且 定 义 
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Нг. (0) = (иЕН' О»; ules =0}, 
S r*(Q) = S (OQ) ПН,» <@>. 


考虑 如 下 的 辅助 问题 : Аше Sr: (0), RUCH, dk 
u| го = ol го: JE B. 
a(u,v) = 0, VreHi(Q), (6.1) 
《6.1) 的 无 限 元 近似 是 : Ku, Е $:*(0), fE u [ го = ol iu; JF 
Н. 
абир, 0) = 0, VUES A), (6.2) 
516.1 VEA PECADO CFD ЖЕ, чьи, 分 别 是 问题 (6.1)》 与 
(6.2) 的 解 ， 则 


а-и, оо Chu. (6.3) 
证 明 以 区 域 2 代替 区 域 0。， 利 用 定理 3.2 中 的 (3.10) 式 得 
[а unlo буа «Сит Ug {уро (6.4) 
H (6.1), 
a(u,u) = inf aV V), 
ФЕН! رو‎ 
D 
را8‎ “o'r, 
因此 
[uli ost | Но! 1.0. (6.57 
hi] BR 


[Un 11,0 | Чо 1,0 
将 它们 代入 06.4)，, ЕН г, В.А, | 
记 了 ,与 г O0. WE 
26.2 ZAE), CFD, (С) Jor, a, и HERI (6.1》 
与 (6.2) 的 解 ， 则 


а-и, h. «С ol 1,2 (6.6) 
证 明 ”由 (6.5) 及 Friedrichs 不 等 式 得 
lul oszC|uol 1,9 (6.7) 
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[и lio BARELA, AERALA طز جار‎ ВЯ CO. ORIF E 
h EE. 

BUS Tj, )271,29,3,4, f£ 

O< «nen ml. 

LLO sk AP Eoo. ПЕНЗА, TE Po 的 相似 形 ， 记 作 Ta, 
我 们 还 以 O, R Ds, PY ИУ, DX OO, ТЖ FR À: 
T ط, و ےط‎ Г, 之 间 的 那 部 分 Q 的 子 区 成 ， 作 类推。 为 简单 起 见 
她 设 ,是 前 分 的 单元 边界 线 ， 

由 内 部 估计 可 得 351 


от. Сы. g» (6.8) 
在 Am, ME Bl 2» EARE. FA REKET 法 的 内 部 估计 
得 us 
lu — را‎ | 1.01 ьт Си оси +ر وی‎ lu us loo. 2,2. 
(6.9) 


{ЕВА с C C^ (9,0. 满足 کک‎ COSL, НЕМО, Е, 
=0 EKR 00,0) E, =L 4 
u! = Л((и-и,)), 
Mull = llu lika RN rons 任 取 一 个 ÉI eCa, 
DI وتایط‎ b, EM EP ORR, DÀ Ai, As, Аз 记 对 应 的 面积 坐标 。 令 
3 
w, = 601) S (0) ~ Up D) A p 


i7! 
ñj 
ш = X EO) LOOI UD I) = UCP DA 
i=? 
mij "|, =W, + We. 我 们 有 
LATTE = ¢ (b) |Пи-и, |1... SII ule, (6.105 


||. SEO EOD] * Iu (ر‎ -u 0l * lile. 
j= 2 
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аА — = =‏ ۔۔ 


Ауе ,是 有 界 量 ， 由 的 光滑 性 得 
j£» - š Gb | «Ch, 
由 引 理 4.3， 
|а) - uy, Ф) | SCR L Tu - use i, 

因此 

[wsli.e ЗС — رھ‎ loe. (6.11) 
当天 充分 小 时 ,单元 e 9428 7یا ڑ7‎ a< Оз, ХЕ! | 25, 
=0, (6.10), (6.11219 


۱٢۶| ہو‎ С] Пи - ч, 1.00 :و .و‎ ° 


H Friedrichs 不 等 式 ， 
lv! lio, «Clu = urlio ° (6.12) 


РУ 31 


在 区 域 О Са, па) 中 作 一 条 曲线 Dr. 使 جرب‎ B p, ۸۸۲۰ھ‎ B 
Or， 除 0 点 外 ， 它 的 边界 处 处 属于 C0”， 如 图 31。 由 C6.7)，, (6.8) 
futu ЯН ТЕ 
lula, بر‎ Си. | 1; Ое 


类 位 于 引 理 3.1， 可 以 证 明 
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Ilic, o, < Chuls, ,, 


因此 
Iul ریو‎ o, C [Чо |у, o. (6.13) 


由 定理 3.1 及 (6.12)， 
(u= Uli o, SC Alu] zwisa, + Пи иһ 1,909,922. 
由 三 角 不 等 式 ， 
"Пи - иь oc, я) 
سور ہی کے‎ 6,1, + а-и, oc, spe 
外 定理 2.2， 当 下 充分 小 时 ， 


{Пи —7Uli,g کے )4 وٹ‎ Ch|ul ооз or. 


и-и. |1,0, «C (uj 207)» p + ии |, o co, PP 


1103.18), 06.90, 06.80 , (6.7) 代 人 得 
пили, o, CO Чо [1,9 + [一 oo 28 


证 6.1 的 结论 代入 即 得 (6.6) 式 。 |‏ و ما 


竹 谍 如 下 的 辅助 问题 : Deu, ce А رم‎ suc H О), 使 


р, m Чо [ру Jt H. 
a(u,v)-0, Vv€ H¿ (Q), (6.145 
iu АН, < 
W(X) =uU(NX), Ухео. 


显然 ФЕН! CO. ЖИ Па w= Aus. PI Я 子 ， 
H (6.13), ЯН АНН 是 一 个 紧 算 


RE RE MRT AMUA. LAM EG. DITE 问题 (， 145 JH 


PERIA НГ EAT SITAS SEE 
А» H #60) 65, ^» (Q) . 


在 (6.2) 中 ， 是 无 限 元 方法 的 解 ， 由 第 一 童 中 的 讨论 ; PME 
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ے۔ .— a‏ سے سم 


的 值 可 以 表示 为 
Ук = X*y,, 


其 中 X 为 转移 和 矩阵。 因此 А, 的 值 空 间 是 有 限 维 的 。 
我 们 用 两 种 不 同 的 方式 将 A; 延 拓 到 空间 НА, СО). DL асе, e) 
EHEH H pi CODY PS TR, Е ЛЕЗ 136 WT 


P: H (2) > Sr* COD, 
# Hi.CO b, < 


A, = A,P+AC - P), Аў = АһР, 
BIFE6.3 IATE), (Е), (G, CD Xr, № 


lA - A, lx: Ch, (6.15) 
li. 
А-А «СА, (6.162 
其 中 0 一 *< 3 了，(6.16) 式 中 的 常数 C 依 赖 于 s 。 


ШЕЯ и. € H), (Q), 8516.2, 


| Au. = Ари. li, o= A, Pu = APu, liso 

«Ch^|Pu,|,, ںرےک>)7٤1[|1.[‎ i, o. (6.17) 

于 是 (6.15) 得 证 ， 我 们 下 面 证 明 (6.16)。 由 三 角 不 等 式 ， 

| Auo = Аи, |, ЗА (ие = Puo l1. o + [CA = ]4070ھ‎ 1, ue 
(6.18) 
f£ O ЕС, = Pu, [зо 为 边 值 ， 求 Laplace 方程 的 59 №, 0 
и. НАТ 

тью» я > < >ٰ- ° (6.19) 


leno 
Ау ш! =w- میں‎ - Pu), и € H (Q), ЖНАЕУ E 
абш! ,v) = -au 一 Puo u), УвЕ Но (©. (6.20) 
任 取 9ECY(2)， 作 如 下 边 值 问题 的 解 ， 
W 
2 وج‎ = 0, 
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Ио یں کر‎ RE. ДС, а L^ AR, Я Green 公式 得 


(w^ ,9) = (w s 7 Av) = alw’ کر‎ 


НН (6.205 £8. 
(w ,9) = -| ус, - Ри, ۷۰ء(‎ 
容易 证 明 
lvla s о C۶ а... دو‎ 
即 有 
کی ,و ےا۷‎ СЇР a-s, о 
59—218, 


| V Gu, - Pul, 4, <Clu, - Ри. PPS 
所 以 
|^ رپ وہ رر‎ 0۳ 
۷۲۰۳ COC), 
已 知 и” EHAO, Е 
а.о 
由 三 角 不 等 式 得 


iw], o Clu — Ри, DEL 


我 们 再 用 定理 3.2 的 方法 估计 j2 - Piolo, о Е 
ари, ,0) =а(и,,0), 7٢ و(2)) ٭م ق جج‎ 


Ager*qi-uj), ВЕРОВАНИЯ 
— A? 一 g, 


«О, = Pul, ,, o° 


类 似 于 引 理 3.1， 可 以 证 明 


[21 (о )کو‎ el i 0(7) рв 


(6.21) 
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Rh FRE — I 38 F АЕ, HI‏ © .8( یڑ 

[о-и 4-2) е = CU — us, ~ ПФ). 
象 (3,10) 一 样 ， 可 以 证 明 

UM 一 Рио] otr) ‚ о<СЁ|цо ہ‎ Ри, | 19 Ве 
去 掉 权 区 数 r"， 注 意 到 


|u, ~ Ри, | i oxcluoli, o» 


HES 

lu, — Pu fo, os Chi чо | 1, в 
我 们 又 有 

о, = Pu | i, С | Мо دو بد‎ 


HARER Um 得 


1 
| $73 
[и = Puoli ,, о Ch || دو‎ 


IEA C6.2 DX 4 
l.g 
wtr, g, о СА | лью 
再 代入 《6.19) 式 得 


l.s 
liso a, JE «Ch* اوا|‎ 1,90 


1 
Ë 


uly gg, ЗС کی‎ 
在 0, Ew Ab Laplace УВЕ. AI 


， - 1-3 
|۶] o, «C^ = JjJu,li,os 


Hil 
a $-58 
| Аи. 一 Pu, 1, کو‎ Ch? ис | ls Qe 


[Н (6.10, (6.18) 得 
l. 
ПАН, 一 Af o | 15 < СИ? ° мо | ls Qe 
于 是 (6.16) 得 证 。 | 
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ec 
х 


RRIRIK СО. HEST А Pe dg МЕЖ. Le? 
与 1o 是 算 子 4 的 特征 值 与 特征 函数 ，4 和 0， 则 
Alo = Aft) « (6.22) 
按 定 义 Ач, Æ Q 上 是 Laplace 方程 满足 边界 条件 haolr*=0 的 
Ж, (6.22), и, 也 是 解 。 由 方程 (6.14)，u=u。。 册 (6.22)， 
Au (x) = и, (IX), V x€ Q, (6.23) 
在 O 点 附近 4u。 有 展开 式 (0.2)。 以 《0.2) 代 入 (6.23) 得 


Аи" sin Jg. 0.) 


2c (nr) ° 5 sin P (g- 0,3. 


比较 两 端的 了 系数， 可 以 看 出 ， 必 存在 JEN 和 第 数 0,70. {E 
42. іл پر‎ 
А=П", ug —0,r ° sin TO —0,). (6.24) 
反之 ， 容 易 看 出 ， 由 (6G.24) 给 出 的 4 5u ЕН РАКЕ 
JER. MERD HARU CAA, 与 i。 
Wu-£*. لیا‎ × ia НЕ Хр. KH] 72 Аһ1э 


Anas کت‎ X“ НУ, FRE A KP RAEI. ГИ Yo 
可 以 按 X* 的 特征 展开 ， 从 而 无 限 元 解 也 可 以 有 展开 式 
Uy = وو لاک‎ (6.25) 


其 中 up ; WE Ane 
定理 6.] ЕСА», (Е), (62, OD Ez. HEIEN, Ulf 
在 常数 C 及 h 0, E4 АА, Hf. 
lA; = An d SCR. (8.26) 
ШУК, # u Бир рар (3.1), (3.2). ПУ, (0.2), (6.25) 26 
A ME O ЖИВЕЕ, іэ Ach Hf, 


iU; — Un li, о«Сі\ч- и, |1, о+ #11, o}, (6.27) 
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ШАН ,تی الا‎ А), RCZ А), ВАНН A, An AE 
在 复 平面 上 的 预 解 式 ， 则 ВС, A) 的 极点 为 4;,7 b2,*. Е 
Я, ША, А рз АЖ ЛЕО, А, А, تق‎ 
由 算 子 摄 动 理论 ° Ма 6.3, FE R Ж h >0, E4 Rh, 
RF, MEA RCE, And RCE, ADE? ВЕКА Pr Ву, ЗЕН. 
(E € 9^ А, 与 АЕ, 个 特征 值 。 因 为 Az 的 特征 值 都 是 A 
的 特征 值 ， 所 以 在 多 外 4 与 А, 的 特征 值 重合 。 

TOUR HM, BR 14= 0 F, A; 的 特征 值 与 X* Aii fic [E ВН А 
的 。 在 加 名 外 ， 它 们 就 是 Anis ***s Anse 

EA A, 为 中 心 ，6 AEE, FERT ,, 

0<ëó<|4;—-2,..1, 


则 4; 是 加 内 4 的 唯一 特征 值 。z= 1 В ری‎ 4) 的 一 阶 极点 ， 在 
2 4 E, 

IRC, А16, 
5386.3, 

[А -~ Anll >> )0 .او‎ 


А А ر س‎ + 1 e 
4 h= minfa, А), 取 6= C,c,+ Dh, ША KEES 


ho, ЖЕ 
Ó 


[А 7 Aud me. 


ЭТЕД AS, FEF 的 内 部 ， 即 
| А; — Anil <= (CCa + Dh, 
于 是 (6.26) 得 证 ， 
БЕДЕ تل‎ 0, 0<6<|4;- A, il. + 


1 
3 
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1 
P; CAR?) = -a Р(2,Ар)4х, 
#3 


P CAR) 一 R(z, Az)dz, 
j 


1 
则 它们 是 从 万 1。 (0) 到 特征 空间 上 的 投影 "9 。 当 h<io 时 ， 这 些 
特征 空间 互相 同 构 , 因 此 它们 都 是 一 维 的 。 从 展开 式 (0.2) (6.25) 
得 
Ч; = р,(А)и, Up 4 = P :)۸ !ا(2(‎ 
АВ u, € Sr=(Q), fE Sr=(Q) Е Af = 4， 所 以 又 有 
ہلا‎ = P CASU. 
由 引 理 6.3 以 及 算 子 رم‎ CA.) روم‎ Е 
IP Au- Pa CAiDUAM 1, o 
< IP;CAu-P,CAuli,g +[Р (А, )и-Р, (Аи, |1, o 
САЙ, atlu- uli, o). 
(6.27). |] 
我 们 已 经 在 8 SPORE T и-и, |, o, 的 估计 ， 再 结合 定理 
6.1 就 得 到 了 展开 式 的 逐 项 误差 估计 。 定 理 6.1 还 给 出 了 指数 的 估 
计 ， 易 见 无 限 元 解 的 第 7 项 ui ; ~r’, 


H (6.26) f 


(E55 —3€ $10 中 ， 我 们 曾经 给 出 了 一 个 计算 应 力 强度 因子 的 
方法 。 对 于 问题 (0.1)， 它 是 这 样 的 ， 我 们 希望 求 (0.2? 中 的 近 
似 值 ， 令 


PEU Ja 
А; = a" ? sin P - 092," " sin و‎ - 00), 
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则 
a(u,,u,) ہر 4 ×٭‎ 


另 一 方面 ， 设 无 限 元 解 按 特 征 癌 量 91,… ,9 展开 为 
yo = 20,9, 
i= i 

则 用 第 一 章 组 合 刚 度 和 矩阵 的 记号 

GU, руць) 2 d$9$K 29 у» 
于 是 可 以 令 

1 
Chi = a 09 TK a9 у» 


Cici ДАН. "TEUER TT 


1 | 
lež- сӯ, | = 2—|а(и;,и,) — a Cu, ss uy 4)| 


|а(и,,и,) - à(u;, u, 1) 


d. 
А; 
+а(и gs lp у) - ٥)٥ so Un р) | 
1 
S4. Оча, o + |n 111, 02 
і 


x lug ڈلا-‎ os 


利用 定理 3.1 的 推论 以 及 定理 6.1 可 得 
le$- ہ‎ | = OC, 


2 记 


本 章 第 一 节 的 材料 来 自 [23],[25]: 第 二 与 第 三 节 的 材料 来 
Hreres]5r25]. 第 四 与 第 五 池 的 材料 来 自 [23],[25], 但 是 其 
中 一 些 引 理 是 537],[444j 及 [49] 中 的 结果 ;第 六 节 的 材料 来 自 [6J]， 
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L19j， 但 是 作 了 较 大 的 更 动 ， 改 正 了 原来 证 明 中 的 一 些 不 严密 之 
处 。 

在 参考 文献 中 ， 有 些 定理 是 就 平面 弹性 问题 叙述 与 证 明 的 ， 
为 了 便于 阅读 ， 我 们 在 这 里 把 它们 一 律 改 成 Laplace Jj; 程 。 第 三 
市 与 第 六 节 中 的 结果 对 于 很 多 椭圆 型 方程 都 是 成 立 的 。 但 是 第 四 
人 与 第 五 节 的 结论 与 证 明 方 法 似乎 局 限 性 较 大 ， 我 们 现在 还 不 大 
清楚 这 些 结 论 能 推广 到 什么 程度 。 

有 些 参 考 文献 中 的 材料 我 们 没有 收入 ， 例 如 [213] 中 不 相似 问 
题 无 限 元 方法 的 收敛 性 ，[27] 中 Stokes 问题 无 限 元 方法 的 收敛 性 
等 。 对 这 些 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 原文 


рро. а роии a ir, отыра 


Ч 例 


$1 边 值 问 题 与 特征 值 问题 


村 32 表 示 的 是 一 个 带 国 角 的 多 边 形 区 域 0%， 在 0 点 的 内 fha 
>=, KH Rn FA RAR N: 


Au + Àu = 0, (1.1) 
au дш) - 
av |, 73v "uL (1.25 
ulr = f (1.3) 


的 数值 解 。 设 A20, EART., 上 取 11 个 节点 ， 其 坐标 如 表 工 所 
示 。 作 无 限 的 相似 痢 分 如 图 10。 


R 1 
] 2 3 4 5 6 7 8 9 i0 لا‎ 
z 140 35 2.7 185 10 0 ~1.2 -1.8 -2.4 -27 -3.0 
| 0 0.8 1,6 2.1 2,6 2.6 2.6 1.95 1.5 0.15 - 1.0, 


і 
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用 分 离 变量 方法 容易 求 出 在 O pa Bir ur pe BU 8 JF yÇ A 


ни=а (V ¿ ry + a gs کس و‎ 7 (1.4) 


1] 


取 对 应 于 7 = 1 的 项 作为 一 个 精确 解 : 


u= J: GZ Ат) соѕ 20, (1.5) 


ЖАА = 0.1. Ка.5) WE To HR TREE, BRAIRE 
法 解 上 述 问题 ， 再 与 精确 结果 比较 ， 结 果 如 下 : 

a， 奇 点 附近 的 新 近 性 ， 

ЊН (1.5), Ж u ZE O 点 附近 可 以 展开 为 


其 


= д 
U = 61 + CaF “cos nee, (1.6) 


е, = 0.1946, л/а=0.9071,‏ ,0= ہم 


RAHE ЕР ЗЕ NS. 
НН — r (12.6), ЕЛИ O 点 附近 为 
и, = 20429, + ВСА) 9505 + -** (1.7) 
类 似 于 第 一 章 $ 10 中 关于 转移 矩阵 X 的 特征 值 的 讨论 ， 可 以 看 出 


表 2 
| 
| | 
1.59% | 
| 0.85 . .14% 0.03731 1.52% | 
0.90 . .18% | 0 03714 1.57% 
| 0.95 . .257 | 0.03717 | 1.8694 | 
1 | 
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用 第 一 总 § OFTHE, П.В DEE PEZ E, 
可 以 求 出 c2 ЕАН, 38118 610108 Ci. ИЯ Sum. 

bb， 二 点 值 的 比较 。 

对 于 =0.80,0.85,0.90,0.95， 我 们 分 别 计算 D 附近 7 JR. 
10 层 ,12 层 ,25 层 李 点 上 1 的 近似 笛 ， 与 精确 解 比 软 ， 相 对 诅 卷 分 
Я] ЖИ. 09% ‚1.21% ,1.59%,2.8%. 

下 面 ， 我 们 在 (1.3) 式 中 了 到/=0， 讨 论 特 征 值 问 题 (1.1)， 
《1.2),(1.3)， 为 了 能 求 出 确 确 解 ， 设 区 域 为 而 形 

Q-((,0;0cr«R,0«-«a), 

在 圆周 >= 民 上 仍 取 1 个 节点 ， 以 ГАН, RII 把 Tos 
T*,T# 所 图 成 的 区 域 记 作 Q%， 如 图 33， 


ا لا 


33 
由 (1.4) 式 容易 看 出 ， 最 小 特征 值 4 为 
Jo А В) = 0 
Яа, MR=4, Wi 
À 70.3614. 

用 无 限 元 方法 求 得 的 最 小 特征 值 4 ИЗ. 55 精确 值 比较 ， 
近似 特征 值 偏 大 一 些 ， 这 里 产生 的 误差 除了 由 于 剖 分 离散 所 引起 
的 以 外 ，QnrCQ 也 是 一 个 原因 。 
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现在 考查 第 二 个 原因 的 影响 .以 O 点 为 相似 中 心 , РА 1/cos10° 
为 比例 常数 ,将 整个 组 合 单元 О, 作 一 相似 变换 ， 则 Го S r tA 
ХВ r = R 的 外 切 多 边 形 ,以 4 记 对 于 这 个 区 域 的 最 小 特征 值 ， 
Wis 2 章 定理 12.5 的 讨论 


H’ = p cos?10*., 
按 此 公式 计算 得 到 表 4 。 下 以 看 出 ,精确 底 有 所 改善 。 这 是 因为 . 
ки’ 时， 离散 化 使 特征 值 偏 大 ， 面 区 域 扩 大 使 特征 值 偏 小 ， 二 者- 
相 消 ， 使 近似 值 更 接近 于 精确 值 一 些 ， 


R 4 


本 章 的 材料 选取 自 L31]。 


$2 应 力 强度 因子 


”图 34 表 示 的 是 断裂 试验 中 的 一 件 三 点 弯曲 试 样 。 在 试 样 中 间 
有 一 长 为 a 的 裂纹 。 当 作用 力 P 逐渐 增 大 时 ， 试 样 的 变形 也 会 增 
大 ， 直 至 裂纹 扩张 而 断裂 ,我 们 计算 不 同 P 值 下 的 应 力 强 谋 因 子 
KK;， 结 合 上 述 试 验 ， 就 可 以 得 到 临界 的 值 Kice， 以 此 作为 机 
械 设计 的 标准 。 
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现在 用 无 限 元 方法 计算 K;j。 上 述 问题 符合 图 12 所 示 的 对 称 
条 件 ， 所 以 可 以 只 计算 一 半 。 图 35 是 一 个 典型 的 剖 分 ， 使 则 线性 
三 角形 单元 ，O 为 角 点 ，0O4 为 裂纹 ， 双 线 内 为 组 合 单元 2。 寿 以 

n 记 To 上 的 节点 数 ，ni а 节点 总 数 ， 则 在 图 35 所 示 的 剖 分 中 ， 
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b CAN یں تد‎ TET. ٠ہ سج و‎ arg PUE سر لے رد ویر ند‎ жиры АНЫ А, 


п=7, п, =16. ХНУ, ИЯ, OREM درز‎ n, 
指 的 是 实际 参与 求解 的 节点 数 。 同 样 ， 考 虚实 际 参 与 计算 的 单 
元 ， 以 N 记 组 合 单 元 之 外 的 单元 与 第 一 层 Q1 的 单元 个 数 之 和 ， 则 
N = 24。 用 n,mi,N 可 以 刻画 本 问题 所 需 的 计算 量 。 在 图 35 中 5 = 
OB/OA=0.6. 二 的 大 小 对 计算 量 不 产生 影响 ， 但 是 下 面 将 会 看 
到 ， 它 对 于 计算 结果 却 有 很 大 影响 ， 

弓 | 进 无 量 级 化 的 应 力 强度 因子 


372 
Кї = d E 
其 中 M = + Ps RRR. dii] 取 Poisson № 250.8, s/W =4, 


a/W = 0.5, ШІ 35 所 示 的 前 分 ， 在 不 同 的 二 值 下 ， 所 得 的 
КЕ xs. 


m 5 
е | 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 
| к= | 9.876 10.2358 10.366 10.397 10.350 


众所周知 ， 有 限 元 方法 的 应 变 能 比 真 值 tabt, а 
ВЕРЕ ТЕЛА. Зе К ИН М ИЖЕ, МН 
认为 上 =0.85 Че КВЛ PC گر‎ PE, 

从 上 述 结果 可 以 看 出 ， 当 二 值 提 高 时 , 精度 会 有 所 提高 ,但 达 
到 一 定 限度 以 后 ， 再 增加 *“ 值 ， 对 结果 影响 不 大 ， 甚 至 精度 有 所 
下 降 、 这 是 因为 随 着 < 的 提高 ,三 角形 单元 的 最 小 内 和 角 随 之 减 小 ， 
对 精度 产生 了 不 利 影响 。 为 了 得 到 好 的 结果 ，7 5 ٠ 值 应 该 协调 
— 8. | 
对 于 平面 弹性 问题 ， ;的 值 与 Poisson 比 无 36 "9. НЕ 
无 限 元 方法 中 应 变 能 是 近似 的 ， 芍 Poisson EL 的 0825 К, 也 带 来 
影响 。 我 们 取 Poisson 比 为 0.2 55 0.3 作 了 对 比 ,计算 В, 
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RHF 7:0.5%, В Poisson 比 的 影响 是 不 天 的 。 
以 Ai, A2, n do FERE AEX REDE. TRA 


N _ log Л; 
Í 105% 


计算 指数 。 现 在 ， 将 剖 分 不 断 加 密 ， 观 察 指 数 的 变化 得 到 表 6. 


表 6 

a OOE aE — 
8 f ó | аз a, à, ds а. | 
7 0.85 0 0.5199 1 1.3932 1.6341 i 

9 0.85 0 0.5105 1 1.4846 1.7245 | 

11 0.3 0 0.5058 1 1.4888 1.7950 j 

13 0.95 0 0.5049 1 1.4905 1.8553 Д 

21 | 0.95 0 0.5018 1 1.4951 1. 9382 | 

29 | 0.95 0 6.5008 1 1.4981 1.9677 j 

XE 38 f 0 0.5 1 1.5 2 


我 们 看 到 结果 在 站 但 ， 精 人 确 度 是 很 好 的 。 基 中 ao 5j as 对 应 的 证: 
线性 解 ， 因 此 无 限 元 方法 得 到 的 是 精确 值 。 从 表 6 还 可 以 用 出 ， 
i RN, KAR, SEZER, 

BESHIE, KR 变 化 ， 可 以 得 到 表 7 。 我 们 


本 


荐 到 结果 也 在 收敛 。 在 [12] 中 还 将 此 结果 与 边界 配 位 法 的 计算 纸 
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果 作 了 比较 。 边 界 配 位 法 也 是 一 种 近 亿 方法， 两 者 可 以 互相 印 
证 。 对 于 这 个 问题 ， 边 界 配 位 法 的 结果 为 天 =10.6， 与 细 网 格 
0 Ki 值 仅 相差 0.6%， 与 最 粗 的 网 格 的 KI Iñ ib N 325 2 7x 
上 上述 结果 是 令 人 满意 的 。 
“利用 最 小 二 乘法 可 以 得 到 近似 公式 


а _ f _ ayl 
Ку = [7.76 +1.54(0.75 и) | (вес от sm ža, 


ЖУУНА A [12 191191. #[12]h 559 ВЛАДЕЮ 48 A 
计算 数据 。 


$3 Stokes 绕 流 


我 们 给 出 第 一 章 $ 11 的 一 个 数值 例子 。 设 流体 绕 过 一 圆 球 ， 
无 穷 远 处 速度 为 4 = 0,v。= 1， 贺 球 半 径 为 1， 粘 性 系数 4= 1, 则 
解 的 表达 式 为 
u = (6, —0,)81n 0 cos Û, 


p = €, Cos 26 + c, sin 20, 


3 
p = ہہ‎ or? 5 日 十 Do, 


其 中 


p- 为 任意 常数 ，r= vx y* , 0€[0,x] 29 8 5j ум, 
如 图 46。 取 前 分 如 图 37， 每 一 层 内 取 36 个 三 角形 单元 ， 在 贺 周 
十 取 均 匀 剂 分 且 网 格 关 于 x 轴 对 称 。 由 问题 的 对 称 性 ， 所 得 到 的 
无 限 元 解 关于 x 轴 也 具有 对 称 性 ， 上 有 具体 说 来 ，4 БУ, v 为 
ХР, p 为 反对 称 ， 为 简单 起 见 ， 不 妨 取 p。- = 0, 
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36 


№2 =1.0557=1.1. XF £21.05, 27 0 = 0° , 45° ,907 EFES 
з HEXEEEULAS10,11,12. AREAN. Š =1.1 时 的 计算 结 
果 类 似 ， 此 处 不 再 列 出 。 


і 
| | 
1 | 0 0 0 0 | 
1.025 | 0 0 0.00165 0.00089 | 
1.1025 | 0 0 0.01258 0.01256 
1.2155 | 0 0 0.04501 0.04436 — | 
13400 | 0 0 0.08956 0.08844 
1.4775 | 0 0 0.14121 0.13977 : 
1.6289 | 0 0 0.19643 (18482 | 
1.7959 0 9 0.25278 0.25107 | 
7 | 0 0 0. 0. 
| 0 0 0.: 0. 


X9 0-45" 


z u | ОШ 2 Ch û tri) v e C E) 
0.7044 0 Le | a 0 0 
0.7205 - 0.01636 0.01502 0. 01794 0.01559 
0.7766 - 1۹1 ‚05839 0.07145 0.07004 
0.8552 — 0.09845 0.09848 0.14280 0.14133 
0.9440 - 0.12288 m - 0.12329 | 0.21133 0.20984 
1.0407 -0.13651 | -0.13717 0.27631 0.27485 

| 1.1474 - 0.14252 x - 0.14333 0.33737 0.33596 
| 1.2650 | -0.14322 | -0.14412 0.39433 0.39300 
| 1.3947 ~ 0.14032 ¡¦ -0.14125 0.44718 0.44592 
| 1.5377 | -0.13504 | - 0.18598 0.49599 | 0.4948) 
10 0-290? 
m z | u оо | ° о ОЗИ А) | 
j 1 | 0 0 | 0 Ü š 
| 1.025 | 0 0 | 0.03817 0.03614 
i 1.1025 0 0 0.13819 0.13317 
| i.2155 | 0 0 | 0.24799 0.24376 
i L30 | 0 0 0.33998 | 0.33646 
| 1.4775 © 0 0 0.41782 0.41485 
1.6289 | 0 0 0.48425 | 0.4817: 
| 1.7959 | 0 0 0.54138 0.53921 
| 1.9799 | 0 0 0.59087 | 0.58899 
| 2.1829 | 0 n | 0 63403 0.63238 


固体 表面 上 的 压力 对 比 见 表 11。 可 以 看 出 ， 结 果 基 本 符合 ， 
但 精确 度 比 速度 差 一 些 。 看 来 这 是 由 于 速度 为 二 次 插值 ， 而 压力 
为 零 次 插值 的 缘故 。 

厨 球 所 受 的 阻力 的 ; 装 比 见 表 1}2。 可 以 看 出 ， 结 果 是 令 人 满意 
的 , “=1.1 时 的 值 更 接近 于 精确 值 一 些 。 

在 计算 过 程 中 用 迭代 法 求 组 合 刚度 和 矩阵 。 用 第 一 类 友 代 法 计 
算 7 了 7 次， 于 进 制 有 效 数 字 达 到 五 位 左右 ， 然 后 用 第 二 类 迭代 法 计 


171 


一 


re 


= 11 


o AEN 9|‏ 37 ہیں جات — ^^ ے سی یر ےججٗىػٗھ سے 
n‏ 


| 6 | 2($21.05 p(-21.D p Cf via fec 
~i ف‎ -一 一 一 一 一 一 
5° | — 1.4702 - 1.4472 — 1.4886 
| 15? | — 1.4142 ~ 1.3788 — 1.4433 
| 25° | ~ 1.3228 ~ 1.2917 | - 1.3543 | 
| 35* | — 1.1925 - 1.1679 - 1.2241 
| 45? | ~ 1.0262 - 1.0100 —- 1.0566 
i 55° - 1 一 0.8218 ~ 0.8571 
| 65° - 939 - 09 - 0.6315 
I 75° 一 0.3668 - 0.3782 — 0.3868 
— 0.1369 | — 0.1302 
12 | 
1 w —[vCha 
| £ 21.05 | £21.1 精确 值 
,一 -一 | -一 — 7سس7 0 ص. . ؿ‎ 
| BH 77 | 18.424 | 18.748 6x 
EE LIT | 2.26% | 0.54% | ED 


算 3 次 ， 十 进 制 有 效 数字 超过 十 位 。 
以 上 数值 试验 是 由 魏 万 明 完成 的 。 


$4 Navier-Stokes i 


$ 
1 考虑 粘性 不 可 压缩 流体 绕 过 
一 平板 , 如 图 38。 为 简单 起 见 , 设 
йр ЖИ. Дом ми) 
К 外 部 区 域 ， 则 流体 运动 由 如 下 
_ سس‎ 的 Navier-Stokes 7j f& 的 初 边 值 
问题 所 描述 GP; 
+ (иг Ули + ورپ‎ = pÀu, (4.1) 
Z | V eu = 0, (4.2) 
图 38 u| zean, =0, Ul zime = Uos (4.3) 
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U| 1-0 = Чо (СХ), (4.4) 
Жн u= и), РН, ЕЮ ОРЗ ER 


性 系数 。 


BRE 为 0= осе 0, BRIDE Sub de А, (Ë u= 


5 


9х; 
(六 -这 )， 可 以 任意 取 定 平板 上 一 点 4， 令 WA) = 0， 然 后 作 
如 下 的 线 积分 以 确定 Y: 


V Ox) = айх, +u,dx,), (4.5) 
АВ 


由 (4.2> 可 知 (C4.5) 与 路 和 从 无 关 。 在 平板 的 两 侧 均 有 yo =0. 
FIB u WEIS ОКЕ, FAH V ЖА IEA r oR 
(Е 

(x) = =k تا‎ X, + ОС), (4.6) 


>H- Ft 


Hh uss Haee u طس نا ما چم رٹ‎ НЕ, M E ST i д 


9 -. 
" + (1V Jui = PAW, 


Ay سے‎ е, 
bx Tub A ea. 6) 以 外 ， 还 有 边界 条 件 与 初始 条 件 
әу 


VÍ =єар, EIE = 0, 


ш | t-6 = 40 (x), 


Allos ди 
Herp wg = 一 上 -一 2 Нот» 02 Е Чо 的 分 量 。 


эх — 9X, 

在 i 30], Нели, Yi AE Poisson 
方程 ，Qo 既是 无 界 区 域 ， 又 有 两 个 角 点 ， 内 角 等 于 2r。 在 这 三 
^ Hb; EJ T zc Bod MEI SF. HR дс fa 20207, Reynolol # 3) 
1000， 得 到 了 流 场 的 数值 模拟 。 从 图 39 ER 45 可 以 看 到 涡 旋 不 
内地 在 平板 上 产生 ， 并 不 断 地 向 下 游 流 去 的 过 程 。 
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Lam ار‎ am, br ae yt X, e an gn ae am m Cur On ph am UP LoT X. pF ao^ ET apt A EA Nn Rn e uw ИР АТ m Á sss 
CAVO IW 0 Gen o7 OF. a" کے کا‎ apo apt ape И ہیں اخ‎ ss 
TN oem m a А АРС Xo un АР m apr тнт 
m aem mm Rr LR oem Lan e oem Lm ac pm M^ oet oam ae cuc n uem n Len uum ovn uan TT Lar Am Fog An AW P oon 007,0 Wm m po o 
a تھے کر اھ‎ аре реи" ре جا جا‎ LE جا ا‎ Le Lm Lm Um Lem uen omm ut Ae amm ug m agn SF ТЭА ДО uam 
M LL A LAT. ae سد پر‎ rp I M AUF کر ا‎ C A LT Vx uu LE A LAW um LUE s ym BP ae an 
ات ہت سک سے ہد کر جھ گے سے ا ار ا‎ Am Lr ce" LE a Um usn Ur Nm uam UNT APP р aem UP LU Rm n Lm PM کیک کی‎ 
Lm ДРСУ, ہو‎ PIT tm. Dru EU. m aen m amm DI m بر پر_‎ LEX حپر_‎ a چر‎ a * پر‎ QE SAT A UST an n m á. am on am 
p Am E EE MEER A ad 
ттт rm poser imc ao Ro pe IR AH n FLY AT UA am UU URP oem n m T Amen 
ھا شس‎ cR Lut E a. xc om t ict Be npa mon cocum ur em df کر کہ ہک سی سج سن و سر تج‎ oe am m. 
pr کک کک‎ ERE REPRE Dolo Am ET da NEN M UP ےک‎ а 


— r an ut ut e سے شس‎ E سب پش‎ = CL EC Re cis cip Р مل کے کر ا سے کی‎ 
mum um un ur تم‎ Их eT A 
-ME 
了 
IUE UM UE yr a ue Ul! UM Un UY Ue om or om o Cn am uo cem cam cr gn mr Le AT aem e M P am Um an am an pn 
了 


#39 49 Xa UL ER РЕ RE 2 fa 0 = 20° 
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a W ге р О РАР АЧИ РСР ل ا‎ р 
m. w. s LA. LAE s s oer pe Amr WEE UE CE RR NF m. ARIA RI RR RR REPERI CP AP e DECOR RA AER AIL AR An, Rn aen 
A A A LM UR ape A amm gn TE 00 APR LIP PL Ap IR A Am, A we am 
"UL, ےکا‎ LAE AR 9. s s em x. QE ی جج ہے ہے سو‎ NAAR EP Rn. علق‎ E n حول‎ 
ие... => >57. 
A 


>. "d 7 P) 7 ати — u. s am EP om 
ии, Га ~ — a, а PPP 
ے مم گر گر تح رت رر حر‎ * ۰-0 Ph.D. Ge 4 رج‎ e - —— f v? f w = کے چ کے‎ an Lam em am 


w АА 1‏ ا AAAA i ys‏ 
snl ad dv Z ¿ eree NT‏ حر بر سر 
Ln unn um‏ سور APTA‏ عو ےو ےو سو ہی ہے p‏ جو ےچ ےم m‏ حمہےے۔ ہے سے Wr goo 4 KM od. w u‏ 
a a as‏ ےم ہے ے سے D f f J f f m‏ گار A.‏ 
ای کل ا کل کال کک کے A OL APT‏ ھا سا فیک — aa‏ .— تا ہے سے سے ہے سر سیر پر UN Uf! Д‏ اکر کر اکر aU‏ 


Elo HEK RE Ep 
Re=1000 9=20°, £2 0.2 
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Rn m‏ ا а ггг‏ می ر 
amm‏ ...= 
EC Me en e ne n Re Mn ca IR QR QUT I UID Çin WRAP Oy‏ تر پت کے جم ھی اس Ра‏ ھی ھی و T. LOC‏ 
ter. Re‏ .جو i Cr A RI ARA IRR AI "RR AB. n UR AR AR‏ سو гк...‏ سو ا و ا VILI UU SU Mum‏ 
m. sys‏ می فی کی ھی ھی ےک ا — 
о‏ — 


w —Ñ 
rere И. ULM M ч & Маана ии 
MU Um ue — I<. P чУ\ ۽‎ meas mE e e S аай 
Е ЕЕ iiam aim fmm ر‎ 
ли — m ۱ ` ия 


Или, پ‎ w = a a a, ——a a Y. s. 


мини. A رت‎ ле" 


流 函 数 及 速度 分 布‏ 41ت 
Re = 1000 0=20% ٤-04‏ 
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pr M E E ار عفر‎ w LAIT RET LIE LAIT s ДА ا کو‎ Á s r سے سے سس‎ = 
LAE, ALTAE, LARA a 
OB ос =. ار و‎ i سم ےس‎ 


í REA ML بیس‎ 


299999992 FI 一 二 
Oe سو ۔ سے‎ apo سے‎ мм مم‎ om چ‎ em 
f Анел ime ہے‎ m چ‎ p ad 


« 4 
POP Á. u r. Padi ہے‎ a— Rom - < d $ ^ KT anie s ےب سے کے‎ sm ےد‎ 
š ** ya d 1 M -~ 
ГИ > = ме 4 x 4 S f < < а 5 ا رھ‎ 4 4 = y Р í 
”IIT x wm e= - Ln ЛАТИ 
AF UE UU ДР سر سر‎ Mm m m m ma e e tocar a o ut СААР Р ДР ap > 


42 ИМ BEZE TS 
Ве = 1000, 0 = 20°, (20,6 
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LEM, am, m m s m t AM Lun Lan Mr wt کال‎ A. PP E ET Dr De Ue C-O Ka DL NIC ER EU D 00-093 96 oor g” 
ML LI m. AE AT ھی‎ s AE LE I 
LUDUM um em oum STUNT UNI UN ee A Cm tua s UC EB C DEO лима 
PLUME Pm NE 
po رم تقر کل‎ PE ہو سو سی سس عو ھت مج رت‎ um. جو و و در ہیں سو ہو سو‎ (m سر سفق وا‎ - ==. s= سو‎ E s" 
—— I -. Z T == = 
AAA = — ] 9-0 نوس ہج جج‎ KZ E asar سو‎ eR OEC 


Ame фла 1 >>‏ =" - ہچ ہد 


dw. Mr _ 


P Z MELLE ^e de dh. cO. cR ہو٠‎ bn AT LAT 
AAAA, ےو ہے < سے‎ -— et NS wm ہے‎ d — M oca, e Km NU س س‎ 
ur ګر‎ rg 4 “I L Foe e Yy (xo Prom ` ции“ Ж Меде 
AAAS у NS جوا تو نے چم ”وھ مر‎ VTL fi 4, иж” 

еее e AE or ہےر و‎ M ane 
کک و‎ Í Í ¿/ ¿ - =-=. о UE am cai DU re, Í A 
اھ و سر س اي ایر ا اکر ار ار ار اکر کر کے‎ qu اک کی یک و و‎ —— wa 
کر کر کور لئے‎ HN سے‎ — L ый 


了 roe I Mr AUR 一 


Я ХЕ 
Ве= 1009, 9=20°, (50,8 
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pe TF تفم سے‎ MAP 77, РОР 
> — Ñ راسو ر رک‎ rf LE DL ds OE 
HUN س و سپ‎ UNUM Ue rae 2 چ — ر‎ A N рр РД. 


9. 
AARAA, = EE Hy гъ ЪЪ ہگ‎ РА ATA پچ‎ 
AEAF о SS к cmm d vb a ka ий T rr. m. 
x” pg leo ща <> Ñ / & ухе ао, uS VZ; ٦ 1 Я. -q 


ии. 
کور کر کے‎ ai ضر‎ ay df حور‎ w > w ہے ہم سر‎ M e E, بر‎ MU سپ پر پر‎ == 


PPRPP RERE EE X” سیر‎ or ap ИРИМИНЕ р или . 


44 ПЖ 
Ве= 1000, 0=20°, 021.0 
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X. Ñ J ыы 
AAH IA EEE O G ETAT o. 
 “ZZZ7 9939949449 ГУЛИ ^ 
ис, A oue m کر‎ P nmt H مم س ہے‎ 
بر ہی‎ 9279330007 PII SI 
X< A بر سو‎ d p حر شر‎ PN м AG 1 ~ fd # 
کو رک ہکن مکح ر کر‎ ` 人 A. № p ów w f 

9 / № سد مم‎ ў 

= 


uU A A نے دہ‎ -ve < 

NN A 
PD i mm oem emma oar ати mm РРР Е 
کر کر‎ UM جو ار کر‎ с df Фф w c= ae a= Mee re, Po خر‎ он", PASE f... 
ug UU UE a! Fu! کر‎ н سے‎ am سے‎ m a یو‎ y, „4 ИГ, 
nt t tmm eom erc e E ee wv AAAA 


45 мижжа 
Re = 1000. Q220*, t=1.2 
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